B) Séries entieres.

On se place dans le corfé= R ouC.

1) Formules de Taylor et développements limités

k
X-a) (K
KTl.f (a).

n
Le polyndme de Taonr1 de degré n en a existe si f est n fois dérivable en a: Py(x) = ;;)

Ensuite les hypothéses changent selon la nature du reste.

Formule de Taylor-Lagrange (hors programmp: f de classe C' sur [a, b], n+1 fois dérivable sur Ja, b[ =
n+1l
b-a

Oc O ]Ja, b[ tel que : f(b) = Pa(b) + £(n—+]%.f(n+l)(c). (n =0 : théoréme des accroissements finis

+1
(b- an! f(n

(n+ 1)
- Preuve: Soit ¢x) = f(b) - 1(x) - (b - )T (0/k! - A(b- ) /(n+ 1)}, A étant tel quep(a) = Q

+l)(c) est le reste de Lagrafige

n e . . (n+1)
(A= (f(a) - f(b) +g1(b - a)kf(k)(a)/k!)(n +1)U(b - a) ') Cette fonction est continue sur [a, b] et\#le sur ]a, b[ aveg(x) = (b - x)n(A £ (x))/n!,
et vérifie ¢(a) =@(b) = 0. On a ainsi toutes les hypothéses du théorémeltie’R ainsi : Oc O ]a, b[ tel que@(c) = O c'est-a-dire :
(n+1) . o
f (c)=A, doug@a) =0 devient la formule souhaitéRefnarque : la formule reste vraie pour < a

Formule de Mac-Laurin* (hors programmp: f n+1 fois dérivable sur ]-a, a[ (a>0) =

n+l (n+1)

Ox 0 1-a, a[, 08010, 1] tel que : f(x) = Po(x) + (nx+ i (6%).

Xn+1 (n+1) ]
n+ 1)..f (6x) est toujours le reste de Lagrange.

Formule de Young: Soit r > 0, f n fois dérivable sur Ja-r, a +r[ =
OxOla-r, a+r, f(x)=Ps(x)+ o((x-a)).
o((x - a)n) est le reste de Pedr(avec la notation "petit " de Landau

Ou bien : OxOla-ra+rl, fx) = Pa(x) + Z2he(x), aveclime(x) = 0.
" X-a

ﬁ%)—.e(x) est le reste de Youhg

b n
(®- o0y g

Reste intégral: f de classe C'~ sur [a, b] = f(b) = Pa(b) + fa al

b " (n+
¢ (CEDN 1)(t)dt est le reste intégral (ou de Taylor-Laplijke

a n!

- Preuve: soit ¢(x) = f(b) - é(b - x)kf(k)(x)/k!, qui est de classe ‘Csur [a, b] avec@b) = 0. Elle est donc égale a l'intégrale de sa
n (n+ b n (n+:
dérivée : ¢(a) -g(b) =) @(dt =] -(b - O/ Ot =[ (b - t/'f" (OdtnL.

-Exemple 0c0]0, x[ (ou I 0f), 06 0]0, 1, comme IH(x) = (-1)"".(n - 1)/(L + x§,

! Brook Taylor : 1685-1731
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% Michel Rolle : 1652-1719

4 Colin Mac-Laurin : 1698-1746

® Giuseppe Peano : 1858-1932

®W. H. Young : 1862-1946

" Pierre Simonrarquis d Laplace : 1749-1827
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. -1)"x™ . -1)" XM X
1+ =5 (e = A e e =0 o6

d X t-X
In(1 +x) :kz,l(-l)kﬂ.r +,[ K(l_+t)%1 (Dans la premiére ou la deuxiéme formule, le restd vers 0 si X [0, 1]).

- Remarque La formule avec reste intégral peut étre dérivée

(J-aKXT-!t)_.f( (Hdt) = (Ja i Z (k)x ()"~ f k ( l)(t)dt) - !.kgo (E)Xklj'a ('t)n_k.f(nﬂ)(t)dt)' _
ﬁ.kgo (E) kLT (™t ﬁ.kgo (E) X () 1" ) =
ﬁ.kgl (E) kLT (™t ﬁ.kgo (E)(-l)”'k.x“.f‘””’(x) -
i,. % (”:1)n.xk'1.f e T MORTED) T =L1 nzl ( ).xk.I: Oyt =

.= Z(” l)x g =] & O

a n-1!

Par suite '(b) = P,'(b) + (Iaﬁ%l.f(”“)(t)dt)' = P,'(b) + Ia%f' bt

- Exercice: Donner un développement limité d'ordre 2 d@ + 1) quand n tend verso+
(Réponse : 1/n - 1/n + o(1/h2)

¢ [négalité de Taylor-Lagrang&oit f une application de classe @e [a, b] dandK, n+1 fois dérivable sur
+1 +1
]a, b[ ou %n ) est majorée sur ]a, bpoit M tel que :0x O ]a, bf, |f(n )(x)ls M. Alors :

[f(b) - P(b)| = |f(b) ;}b—a)-f @] M. J(?]—Jrab (h = 0 : inégalité des accroissements Jinis

+1
- Preuve: Elle est simple dans le cas 08 % est continue car il suffit de majorer le rest&gnal, mais devient plus difficile sans cette
hypothése. Il faut alors appliquer le théorémeantiv Si@ et g sont deux fonctions continues sur [agbférivables sur ]a, b[g étant
a valeurs dandR, telles que :0 x O Ja, b, [@g(x)| < g'(x), alors : ¢(b) - ®a)|< g(b) - g(a) On l'applique aux deux fonctions suivantes :

90) = f(b) - 10 - S0 - )T /K, et g0 = -M.(b- X} (/m.

2) Définition d'une série entiere

Une série entiére est une série notée f(z) = 2a,z" sionestdans C et f(x) = 2a,x" sion est dans R.

Son ensemble de définition est le sous-ensemble sur lequel elle converge, on I'appelle domaine de convergence.

- Remarque On peut appliquer les théorémes des séries mymes; dés lors qu'on considére la variable
comme un élément du corps. Entre autres :

- La suite (gz") doit tendre vers Oef particulier si la série est obtenue a partin dléveloppement limité, le reste doit tendre
vers .

- Si z esttel quéim |z.a./a| < 1 alors la série converge.
n-oo

- Avec une série lacunaire dont les termes nuld sépartis régulierement, il est quand méme passibl
d'appliquer le critére de d'Alembert. Exemple 2" Xon est telle que : A= 2", ana1=0. Cependanén posant

= 2".x°", on obtient /U, = 2x2; il s'en suit qu'elle converge pouf] X—l/\/i, 1/\/_2[.

- Si z esttel que J&| est décroissante et tend verdaGsérie de terme général (Ja)x"| est convergente.
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- Exemple Avec le critére ci-dessus, on peut montrer ®e1)n+l.u)r(] converge pour Xl [-1, 1]; le critéere
1
L X" Upe n|x| .
de d'Alembert est plus intéressant car, en posant (-1 ””.F, |—J Y = n+1- XI @uand n.+x). La serie
n

converge donc quand |x| < 1; et comme pour xc®est la série harmonique alternée, elle convaugg-1, 1].

(On peut aussi appliquer le critére spécial degséidternées sur [a]).

3) Lemme d'Abél

Soit r> 0; (]an|r") bornée = [z tel que |z| <r, Za,z" est absolument convergente.

- Preuve: Premiére forme du théoréme ; soit un complexe tel que la suite, 42 soit bornée alors : Pour tout complexe z t&bx ait
|z] < |2|, la série de terme généralz’aest absolument convergenf&oit M un majorant de r(zg) ;alors ;&' = |a\zg|.|z/z>|rI <Md", avec:
g = |z/#| < 1 La série étant dominée par une série géométdgmeergente, elle converge (absolument)

- Autre forme Soit z un complexe tel que la suitenz(g') soit bornée ; alors, pour tout complexe zqted
|z] < |g|, la série de terme généralz'aest absolument convergente.

- Preuve: Soit M un majorant de r(z;,) ; alors |g&2"| = |a\zg|.|z/z>|rI < Mg" avecq = |z/z| < 1 La série étant dominée par une série
géométrique convergente, elle converge (absolument)

4) Différentes définitions du rayon de convergefioet celle qui vient du critére de d'AlemQert

©

R = sup{r=0, (|a.|r")non bornée} = sup{r =0, On, tel que ; lan|r converge} = sup{r=0, lim |a,|r = 0}.
0 n- oo

- Preuves soit 1={r=0/ |a|"" estbornée} J={r=0/ X |a|" converge} K ={r=0/ lim |a|" = 0}.

Si (|alr") est bornée alors pour toutsrt , (|a\|r'n) est bornée ; | est donc un intervalle, detae [0, R[ ou [0, RlJavec R =sup(l)

Si Y |a|r" converge alors pour tout <'r, Z|s;\1|r'n converge iéme démonstration que le lemme d'Abiel ) est donc de la forme [0, R ou [0, R']
avec R'=sup(J)

Si lim |a|r" =0 alors pour tout €1, lim |a1|r"1 =0; K estdelaforme [0, R"[ ou [0, Rvec R" =sup(K)
n-.oo n-oco
Comme : X |ayr" converge=> lim |a|i"=0 = |a|" bornée, alors: QK O1,donc: RER"<R.
n-oo

Si r<R alorsil existe r' tel que r<r' s<d@nc |.t.-,1r'n est bornée donc, d'aprés le lemme d'Abglay|r" converge. Il en résulte que :
[0,R[OJ,donc: R<R".
Onadonc: RKR'<sR"sR = R=R'=R!

- Corollaire du critéere de d'Alembert

a
A+l

Si cette limite existe { R = lim ‘
Nn- oo

(Attention : fraction inverse du critére de d'Alembé&a série peut avoir un rayon de convergence gae cette limite existe ; c'est le cas,
par exemple, des sérikeunaires pour lesquelles une infinité de coefficients sant nuI}.

Un+1
Un

. . - L. - U
- Preuve: On traite la série comme une série numérique, ayeca,x" ; alors : o

= |a“a:1 |.|x|. Donc :

a0 | _
<1- |x|<|an+l|_R.

n

8 Niels Henrik Abel : 1802-1829
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- Remarque lorsque |da..] n'a pas de limite, il est parfois possible deiter quand méme le rayon de

convergence. Par exemple ; (2 + (—151)n ;ona: @lan — 3, tandis que : Ada, —» 1/3. Mais, comme
c'est une série a termes positifs, on peut la dposer en somme de deux séries des termes de @ingetdes
termes de rangs impairs, chacune ayant le rayaomeergence log: Zaz"= (1 + 32)z%/(1 - Z9).

- Définition: L'ensemble D={Z1K/ |z| <R} si R1]0,+o[, D=@ si R=p D =K si R=+0, est
appelé disque de convergehde la série de rayon de convergencelL®disque de convergence est un ouvert
inclu dans le domaine de convergengt(on va voir au théoréme suivant qu'il est isdans le disque fermé corresponjlant

-Remarque si K=R le disque de convergence est l'intervalle ]-R,sR K= C, le disque de convergence
est le disque ouvert du plan complexe de centrigile O et de rayon Ril e contient pas sa frontiére qui est le cercle
de centre O et de rayon).RDans les deux cas c'est un ouvert.

-Théoréme Si R est le rayon de convergence d'une sérigre, elle converge dans son disque de
convergenceppur tout z0 D, donc [z] < i, mais elle diverge grossiéremefatz{ tend vers linfigi Si |z| > Rl s'en
suit que les points du domaine de convergence @genaient pas dans le disque de convergence neniee
trouver que sur sa frontiereréuve immédiate par définition de).R

- Exemple 1/(1+x), In(1+x) et (1+x).In(1+x) - x.

-Théoreme utilesiia suite (@ est bornée et ne converge pas veral@s la série entiére de terme
général g&" a pour rayon de convergence : R.=Slla suite converge vers 0 alors le rayonateergence :
R =1, et si elle tend vers os (en valeur absolje alors R< 1.

- Preuve: si la série ne converge pas vers 0 alors il exige suite extraite {b avec h= ay, (¢ strictement croissanjteet un réele > 0
tel que pour tout entier naturel n ;| fag ; il existe par ailleurs un majorant M a la suifg). Ainsi :

Lelef" < X ol 217 < X lal 1ol < S Mlef
0 0 0 0

Le rayon de convergence étant 1 pour les deugmités de I'inégalité, il vaut 1 aussi au cer{@eur |z]<1Z|z] CV = Z|z[” cv).

=3 o

Si la suite converge vers, Pour tout € > 0, il existe un rang ¢ & partir duquel ja<e, donc: X [al.|z] < 2 ¢lz[ ; comme le rayon de
No No

convergence du membre de droite estelui du membre de gauche est au moins 1

Si la suite tend vers os, pour tout M > Qil existe un rang ¢ a partir duquel jp= M, donc : . |a.|z[ = 2 M|z['; comme le rayon de
No No

convergence du membre de droite estelui du membre de gauche est au plus 1

-Exemples a,= (2 + (-1f), a = (2 + (-1))n.

- Remarque S'il existe g tel queZazy converge, alors R |z|. S'il existe g tel que Za,z; diverge, alors
R< 7).

5) Opérations sur les séries entigk@sme, produit par un scalgire

e Produit par une constante.es séries de termes généraux” aet kaz" (pour kO K') ont le méme
domaine de convergenafc le méme rayon de convergehce

k scalaire non nul = 2a,z" et 2kay,z" ont méme rayon de convergence.

(On peut alors sortir la constante k du sigie

?DansR c'est un segment, mais il est normal de prendmisgue pour « dan€ ».
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e Somme Soit les deux séries de termes générayiX at bhz" de rayons de convergence respectifs eR
R,. Soit R le rayon de convergence de la sérieaed général f{ar b,)z" :

Si RR#R, alors R =inf{R, Rj}.
Si R=R, alors RRR,=R,.

- Preuve: Dans le premier cas, il est évident que la séniense converge pour tout z tel que |z| < inf{R} ; il est de méme évident
gu'elle diverge si: inf{R Ry} < |z| < sup{R, R;} car elle est somme d'une série divergente eteddérie convergente. Dans le second cas,
ol R,=R,, il reste évident que la série somme converge goux R. Par contre, il peut arriver que la série sommevenge pour certains
|z|>R];parexemple:na=1+2n et ta:1—2n = R=R =12 R=1

Si R.# R, alors la série diverge pour ¥zpup{R., Ry} (car le terme de la série ayant le plus petit rayerconvergence
prend I'ascendant sur l'autre ; exemple : pour3z E(z/2)" et 2(z/3)"). Lorsque R= R,, on ne peut pas conclure.

En notant RCV(Za,z") le rayon de convergence de Zanz" : RCV(Z(an + bn)z") = inf{RCV(Zanz"), RCV(Zb,z")}.

- Egalité: S'il existe R>0 tel qué&l x 0]-R, R[ on ait;aﬂx” =;bnx”, alors:0On0ON, a=h,

En particulier, pour R>0:[Ix0]-R, R], i:)mx" =0] = [OnON, a=0]

6) Continuité, dérivabilité, intégration

-Lemme Za.z" et Zn.a,z"! ont le méme rayon de convergence (série dérivée).

- Preuve: [a|" et n|g" ontla méme limite nulle pour r<R car e |a|E"™")" ot ™" tend vers ldonc :
Oe>0, ON telque ieN = £<e"".1<g donc: 0 <€"™"< 1 +&. On choisite tel que r'= (1 €)r<R.

Il en résulte que : njd' = |a|r‘n, qui admet bien une limite nulle.

- Proposition: Soit f la fonction définie par la série entiégte terme général,Z: f(z) :;ahz", de rayon de
0
convergence RElle est continde et méme de classe” Gur son disque ouvert de convergénce

En outre, siK=R et que la série converge en Rsgectivement R elle est alors continue en kesp. -R.

- Exemple En dérivantl—%X:Zx", on obtient :—2— =X (n + 1)¥.
0 (1-xy 0
(V] o
Plus généralement(—%) :—p'—pl d'ou I'on déduit ;pl =2 (n) XTP
1-x (1-%) (1-x) n=p \P

- Remarque On ne dérive en général pas sur la frontiér ;gxemple In(2) il(-l)n/n, mais 1/2# on(-l)n.

Conséquences Za,z" est de classe C” N o (00
sur son disque de convergence. - n— IO
q g f(z) %:anz % oz

w (K
. f (0)
Et si R=Zl k,o.quo:

2a,z" et (k+ Za,z""Y/(n + 1)) ont le méme rayon de convergence, mais attention & la constante
d'intégration (utiliser F(0)).
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- Exemple Sachant queﬁ = ;x” pour |x| < lalors -In(1 - x) :;X; + K, K étant la constante

d'intégration, qu'on obtient en calculant, par epleml'image de 0: -In(1-0) =K s @'ou: -In(1 - x) =leXF
Si l'on s'en tient au théoréme, cette formule emevour |x| < 1; en réalité elle est vraie pelk x < 1, mais
la convergence pour x =-1 doit étre I'objet d'étude particuliérac(: grace a la série harmonique altethée

- Remarque Une série entiére est définie sur son disqueodeergence, un intervalle $ =R ; on parle de :
« point de vue global». Un développement limité est défini au voisindgen point ; on parle de :point de
vue local» du moins en ce qui concerne le reste de Yoummdte de Lagrange pouvant étre considéré comme

apportant lui aussi un point de vue global. Parmgpte, soit f(x) = ;alors @ f(X) —Z( 1) X' sio x| <1;et:

1 +X!
f(x) = Zb( 1) X<+ Ry(X), le développement limité en 0 avec (& = I )" + 1)4—%dt ou o(X) ou
1)+ DU + &) (quando < (o] < 1)

Alordre 1: f(x) =1 -x +§(-1)n.xn =1-x+0(X)=1-x+2/(1+ c): 1-Xx +J (J“—t)zdt

Pour x = 1 la premiéere expressionijj(-l)n n'existe pas ; dans la seconde expression oaenblatans ce cas

L I i - R 1/3 .
particulier : 1/2 = o(1) ; dans la troisieme exgsien on a ici: 1/2 = 2/(1 +Sc)d'ou c=4 -1;enfin la
troisieme expression se raméne a une trivialiié2 = 1/2 Le point de vue global est donc exclu, tandismu'e
restant d'un point de vue local, on obtient degltdts ayant un sens.

7) Séries entieres usuell@sleur domaine de convergehce

1 =
(1+%) = 32t 2.0-0-2), Tre= (0" =N Ix| < 1
n+1 x" 2n+1
In(1 + x) = z(-1) - Arctan(x) = z( 1) S (Arctan converge en -1) l<xs1
r\ ) 2n+1
e* = Z ch(x) = %m sh(x) = Zm pour tout x
N ) ix ) n XZn n X2n+1
=%('1) W(l +on+7 cos(x) = %('1) @n)! sin(x) = ( 1) @n+1)! pour tout x
1+x @ x>t
Argth(x) = In( =% Ix] <1
th(x) = X_3 E 17X ¢ _ @ 28 1}
(><)—><-3+15 315 T an(x)—x+3+15+315+ Ix] < /2

- Remarque Ceux qui concernent les tangentes, trigonomgétscpu hyperboliques, ne sont pas dans le B.O.
concernant les TSI

- Preuve: Tous ces développements en série peuvent s'obpamiexemple, avec la formule de Taylor, et erisatitt les différentes
opérations. Il faut ensuite, pour ceux qui ontalitenu par la formule de Taylor, vérifier leur @#ie. Prouvons, a titre d'exemple, celui de

+1
I'exponentielle : Soit f(x) € ; pour tout I [-|x|, [x]} on a |? (] < €. D'ou, en appliquant linégalité de Taylor-Lagrang
e* - éxk/kll < &x™Y(n + 1)}, ce qui a pour conséquence qu'on se trouve dameiwlitions du théoréme du.§9

8) Exponentielle complexe

n

_=Hm(1+ymT

n-oo

OMS
3N

exp(z) = e =

(exp(z) est la notation fonctionnell€’ est la notation d'Eulgr
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Toutes les propriétés algébriques restent valables. A titre de curiosité, il est possible de définir un domaine sur
lequel cette fonction est bijective et de définir son inverse qu'on appelle une représentation du logarithme
complexe."

- Remarquese Pour tout complexe z€& # 0 (sinon: cos(y) +.sin(y) = Q d'ou cos(y) = sin(y) =,&ce qui est absurjle
On a en outre une périodicitée*27 = &. Et pour tout complexe, #e conjugué deg est €. Enfin: @) =¢.

e Puissance On peut définir la puissance complexe d'un sé@ttement positif a : “a= €@ . On peut aussi
élever un nombre complexe quelconque a une puissrtEre dntier relati), sauf 0 a une puissance négatie (

nulle) ; mais, par exemple, sachant gife= ()° = -1, lequel entrei et i devrait-on choisir pour la puissance
% de -1 i(ny a pas de notion de positif ou de négatifmpamimaginairy ?’

en

On peut calculerg® :% In, ,

ou I'on sépare les termes de rangs pairs degssaterangs impairs.

- Exemple d'application a la frontieren considére In(1 + €°) et -In(1 - €'®).Ona:
1+€9=2.cos0/2)€%2 et 1-€°%=-2.sin[®/2).€%2 (déduit des formules d'Euler

Avec 0 # (2k + 1)t pour la premiére e # 2kt pour la secondeoy kO Z).

Si 6 0](4k - 1), (4k + 1)q, on écrit 1 46° = 2.cos/2).6972.

Si 6 0](4k + 1), (4k + 3)], on écrit 1 468 = -2.cosp/2) &(m+612),
Si 0 0 ](4k - 2)m, 4kr{, on écrit 1 €° =-2.sin@/2).® +1/2,

Si 0 O ]4km, (4k + 2)1, on écrit 1 €°® = 2.sin@/2).d®-172,

Il y a ensuite un probléme de détermination du ricigme qu'il faut régler au cas par cas fappelle que la
convergence deZ@"/n) a été établie au chapitre précédent

. P n+1cos(®) | . < n+1sin(m) _ .
Si 0 0](4k - 1)m, (4k + 10, In(1 +€9) = ;(-1) o |.;(-1) = In(2.cos/2)) +i.(6 - 4km)/2.
Car la somme concernant les sinus poserait undrabki on ne retirait pas les Tkpar exemple, pou = 4km).
Si 0.01](4k + 1), (4k + 3)1, i(-l)”*l.%@ + |§ (-1 2B = 1n(-2.c0s0/2)) +i.(8 - (4K + 2))/2.

(Par exemple, poub = (4k + 2)1).

Si 8 0](4k - 2)r, 4krg, -In(1 -€°) =§°°Sn<'9) + |§ M) = _in(-2.5in@/2)) -i.(8 - (4K - 1yD/2.

(Par exemple, poud = (4k - 1)1).

Si 6 04k, (4k + 2, -In(1 -€®) = f cos(®) 4 |z SN = _In(2.5in@/2)) - 1.(6 - (4k + 1))/2.
(Par exemple, poud = (4k + 1)1).
On peut aussi remarquer que, par exempl®,-sirt O ](4k + 1), (4k + 3)1, alors 6 O J4km, (4k + 2)1 ; ainsi :

In(L +€®+m) = In(1 -€°), avec : In(L 4©+M) = In(-2.cos(0 + M)/2)) +i.(0 + 1) - (4k + 2y1/2, et :
In(1 - €9) = In(2.5in@/2)) +i.(8 - (4k + 1)D)/2.

On constate qu'il y a bien égalité entre les deynxessions.

- Autre représentationOn peut aussi définir I'exponentielle complexenme la limit¢, pour z0O C

donné, de la suite ((1 + zlp) & =lim (1 + z/n).
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9) Fonction développable en série entiere

- Définition: Une fonction f est développable en série emti voisinage de 0 si et seulement s'il existe
intervalle | contenant 0 et au moins un auée non nul, ainsi qu'une suite de réelg) (&ls que pour tout

élément x de |: f(x) %aqx“.

- Théoremehors programmp: La fonction f:R — K est développable en série entiére au voisinagé de et
seulement si on a les deux conditions suivantes :

OR >0 telque f estde classe 6ur | = ]-R, R[ e;;[):
Ox 01, lasuite (Wx) définie par Kx) =f(x) - % %" converge vers .0

n K

- Conséguenceour tout entier naturel, on a pour x ~ 0 : f(x) %uk!gz.xk + o(X).

- Propriétés(nhors programmp: La somme et le produit de deux fonctions dévaddytes en séries entiéres est
développable en série entiekerdyon de convergence de la somme ou du prosiusiupérieur ou égal au plus petit des deux rayons
de convergence des séries de dn)part

Les primitives ou la dérivée d'une fonction dévekliyp en série entiére sont développables en s#ieze avec
le méme rayon de convergehce

Si f(x) est développable en série entiere, aver payon de convergence R, g(x) exX(+ ) est développable
en série entiere st # 0 et B| < R (e rayon de convergence est alors supérieur ouégal - B|)/fa).

10) Quelques exemples

a) Etudier les séries entiérésa,z" pour a= (2 + (-1)) puis n.(2 + (-1). (Séparer les termes pairs et impairs, en
remarquant que d'Alembert ne s'applique pas tél:qag/an« — 3, tandis que : /e, — 1/3).

b) Etude de Argth(x) Il y a une premiére facon de retrouver la formafalytique, en inversant I'égalité
suivante : x = th(y) = sh(y)/ch(y) =%¥e 1)/(&” + 1), d'ou & = (1 + x)/(1 - x) puis : y =2.In((1 + x)/(1 - X))

On peut aussi utiliser la dérivée, obtenu graca foimule dy/dx = 1/(dx/dy)ou I'on obtient aprés calcul :
Argth(x)' = 1/(1 - thay) = 1/(1 - x?) 2.(1/(1 - x) + 1/(1 + x)) Il suffit ensuite de l'intégreeqdutiliser Argth(0) =}

Le développement en série entiére est aussi obteimiégrant celui de la dérivée qui est lié & 1/K) = =X".
Une troisieme méthode utilise uniquement les séngieres suivanteséa données dans les méthodes précédentes

Argth(x) =3 3

2n+

2n+1 )

_ n 1 _m 2n
7 -In(L-x) =37, et 5.n(1 - x2) =550

On cherche ensuite un équivalent de 1 + 1/3 +1/5+ 1/(2n - 1) en se servant de I'équivalentadsérie
harmonique : 1 + 1/2 + 1/3 + ... + 1/2ry~+ In(2) + In(n) ou y= 0.577215664901533 est la constante d'Euler.

On obtient en effet la somme souhaitée sous lagorr + 1/3 + 1/5 + ... + 1/(2n - 1)3H1 + 1/2 + ... + 1/n)
(On peut aussi utiliser la somme de la série harquenalternée

¢) Numération décimale illimitée. Soit un entietural g= 2 et une suite {a d'entiers naturels a valeurs dans
[0,g-1 =0, q-1]n Z. Montrer que la sérieca,g" converge vers un réel de [0, tfut l'intervalle pouvant
étre obtenu (1 - q)d"). Exemple : Déterminer cette somme pour g =&R= 3 et a,.1=8.

Soit A =Zaq", et f(x) = Zax". Donner le rayon de convergence de cette séiien (eut appliquer le théoréme
utile : Que signifie « converger vers 0 » poustite (a) ?) Calculer f(x) pour q =10 et A =0,2368 ;@ puis pour
A =2368/9999
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Soit g =10 A =y (le nombre d'Euldr, et la somme yq%). Montrer qu'il existe une suite Jba valeur dango, Z]
telle que l'on ait : §3) = Zb,3".

d) Equations différentielles. Soit Juune suite croissante telle queg L.

n

00
. L. . .. X
® Soit la série entiere associée : f(xr?;o:—uou ,

. minorer son rayon de convergengelémber).

@ On suppose que pour tout, my, [0 N. Que signifie « étre bornée » pour la suitg) fuMontrer que l'on a:
(uy) bornée = f(1) rationnel I réciproqued est une question difficile. On montre par récuceeque si on metz TR
sous forme de fraction irréductible, alors le déimateur est un multiple de.ull faut pour cela utiliser la propriété suwam‘6| un entier
naturel a divise un autre entier naturel beeticcesseur d'un de ses multiples kbaidrs a =)L

® Soit la série entiére : f(x) ?;anx”, vérifiant I'équation différentielle : '(k) = A.f(x") ol A est un réel non
nul et p un entier naturel non nul. Donner I'egsion de .fQuel est son rayon de convergencsi £ 1, soit la

n+1,

etsi p=1: y=n+1Alors f(x) = a(1+Z}\ Xuq)).

suite y= p-l’

@SiA=1 et gO0Q, f(1) est-il rationnel ?

® Résoudre par cette méthodgxf = -f(x2). En remarquant que la fonction #x1/x) est solution, est-elle pour
autant développable en série entiére ?

® Etudier le cas ol p =1 et du est un réel non nul quelconque.

i_Théoréme de Rolle : Soit f continue sur [agh] dérivable sur ]a, b[ telle que f(a) = féh) ; alors :[c O ]a, b[ tel que fc) =0
" Soit 7 tel que |g < R Pour toute > 0, la série de terme généralz’aétant convergente sur son disque de convergpoaetout z dans

ce disque et poue’ =&/2, il existe un entier N tel que >nN = > |az"| <¢'. Ensuite, la fonction (2> ") étant continue partout, pour
n
N
=inf{l, R, s/(2;|aq|)}, il existe unn >0 tel que |z-ck<n = |Z'- 7| <&". Ainsi:
o © o o o N o0 o
lz-2l<n = Paz'-2az) = Da(@ - )< 2lallZ2 - Z]< lal el =2lal £ + 2lal k"< (2 lale" + € =¢.
Ceci prouve la continuité de la série entiere.
il Soit z et h tels que 0 < |h| et sup{|z|,|zZ}*<H le rayon de convergence Pour taut 0, soit €' =¢€/3 et €" = |hE/3. Il existe alors N’

telque: n>N= Zklal.lill <g', et N" tel que: n>N= sup{Zlad 1, Zlad |(z + hY} < &"; soit alors N = sup{N', N"} Ainsi : E1:
n
N
@ ((z +h) - 2)/h - n.az™Y < B(an((z + h) - Z)/h - n.az" Y| +N2+l|aﬂ|.|(z + hl/lh| +N;|aﬂ|.|z"|/|h| +,§1n|a|.|f'l| <
N N
|;(an.((z + h)n -2 - naz™)| +&"|h| +£"/|h| +¢' = lzll(an.((z + h)n - 2h - n.gz"Y| +¢. Or, la limite quand h tend vers 0 de la pémi

n
partie est nulle car on peut dériver une somme tisime a terme. D'oUIh'm(] |le(an.((z +h) - Z)/h - n.az"™| = 0, ce qui prouve le théoréme.
- Remarque 1 Une démonstration aussi complexe est nécessaingne somme infinie est une limite, et il esgénéral interdit d'intervertir
deux limites ; par exemple tim, lim nh = 40, tandis que 1im I|m nh=0
‘.0 n-oco n-oco ‘,0

- Remarque 2 Si une fonction f de la variable réelle xmed la dérivée '{x), lorsqu'on la prolonge de fagcon convenable, pamgte
avec l'expression de la série entiére, sur I'enkedds complexes en l'appliquant a la variable d¢exep z elle admet la dérivée'(£). On
démontre cette propriété grace a la formule de ositipn : (bu)' = u'.(f'u), et la formule de la différentielle : df af(0x)dx + @f/dy)dy.
En effet : of(x + iy)/ ox = (O(x +iy)/ 0x).f'(x +iy) = f'(x +iy) , et of(x +iy)/ dy = (O(x +iy)/ dy).f'(x +iy) =i.f'(x +iy) ; d'ou :

df = f'(x +iy)(dx +i.dy)) = f'(z)dz c'est-a-dire : df(z)/dz =(&).

00 00
i P . . " az ad b2 b3 .
"V Démonstration hors programmeSoit €€’ = ZOZ%EOZ% =(l+a+5+5+.)L+b+5+3+..); comme ces séries sont absolument
convergentes, on peut reorganiser I'ordre des terme

eef=1+(@+b) +2—+ T+ 2I) o+ é+ - 1),1, +. ﬁ(:nll), + n|) + ... (roduit de Cauchy
Rl hd n! P np_ v L _ a+
€= 5 Y S = S = S (5) #7 = Sta +bf =

n n
Démonstration plus rigoureuseOn suppose n assez grand, et on fait le praldisi deux sommesg%(zk/k!)(;)z'k/k!) ; le terme de degré
n

Al 3 . Kopim-k o (m K- 1m-k W - . " .
m, pour nEn estégal ala somme;)z Z'™k!(m - k)! = ;)(k)z Z'™m! = (z + ') /m!. Ainsi : exp(z).exp(z") :;](z +2')/k! + Ry(z, )
(un certain reste ou le degré des mondmes esestecit supérieurs a).nLe développement en série entiére de exp(ZgHxgoincide donc avec
n
celui de exp(z + z') pour tout entier naturelcar la série de terme général (z +a!) est convergente. Il s'en suit que ces delrsépnt
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égales car Rz, z') tend vers ,Gcompte tenu du fait qu'il contient moins de tesmae le reste de la série de terme général ()glm!zqm
est absolument convergente.
Il existe une autre démonstration, plus simple, gilise la propriété de dérivation exposée danselmarque 2 de la note &t le

développement en série entiére au voisinage d'ne paint que OAlors : exp(z + z) :;fn(z)z'n/n!, et comme n(z) = exp(z) on obtient le

résultat : exp(z + z') Eolexp(z)qun! = exp(z)%: 2'In! = exp(2)exp(z)
Y La formule (9‘)Z =¢&* est donc interdite,ezoZ n‘ayant pas de sens. Il faut toutefois remarquéf fut un temps ou I'on notai(/-_l ala
place dei ; certaines calculatrices continuent d'acceptee c@tation.
¥ Quand n assez grand, pour z =iy#nlul = IN(L + 2x/n + (X2 + y2/n2).n/2 = (2xn + (EYRYINY.N/2 dolr - Infyf — x, Clest-a-dire :

|| — €. Par ailleurs : tan(arg(u)) =y/(n + x), et comme arg(u) -2, 1v2[, alors : arg(h) ~ tan(arg(u )) ~y/n; d'ou finalement :
arg(w) — y. On a ainsi trouvé que la limite de,)l&tait égale a g*(cos(y) +i.sin(y)) =¢€".



