C) Espaces vectoriels.

1) Définition d'un espace vectoriel

K=Rou C est le corps des scalaires.

E est un K-espace vectoriel si et seulement si :

C'est un ensemble non vide muni de deux opérations, une loi interne notée :
« + », et une loi externe notée : « . ».

Le couple (E, +) est un groupe commutatif'.

La loi externe vérifie les quatre propriétés suivantes, pour tout couple de vecteurs
(u, v) et tout couple de scalaires (a, B) :

(: lu=u;

(i) : a(u+vVv)=0.u+a.v;

(iii) : (a +PB).u=a.u+ B.u;

(iv) 1 a.(B.u) = (ap).u.

- Propriétés
a) La commutativité de l'addition est une conségeieies autres axionies
-Preuve: (1+1).(u+v)=21.(u+Vv)+21.(u+Vv)=(u+V)(&t+V)=U+V+U-+V e appliquant (iii) , puis l'associativité de I'tiih).

Mais: (1+1).(u+v)=(1+1).u+(1+21).v=Hu+V+V énappliquant dabord (i), puis (i)
D'olu: u+v+u+v=u+u+v+v;onadditm (-u) agauche et (-v) adroite, il restesiainv +u=u+w.

b) Intégrité :a.u=Q¢ = a=0 ou u=0.

-Preuves u=1u=(@1+0).u=1u+0u=u+0u;dol=u+0.u;en additionnant -u & gauche::=@.u On peut écrire de
méme : 0.0z =a.(0g + Og) = a.0e + 0.0g, en additionnant e(0z) a gauche : ©=a.0g. Ainsi: a =0 ou u=0 = a.u= Q. Supposons
maintenant que o.u = Q.. Si a = 0 la propriété est vraie ; sinon il possédénverse a™ et on a ainsi :
u=1.u=¢a)u=a’(a.u)=a.0: =0, dou: u=0.Laréciproque est établie, ce qui achéve de Eolavpropriété.

¢) Soustractions : (-1).u = -u ;afu =a.(-u) = -@.u) ; a.(u-v) =a.u-a.v; (@ -p).u=a.u-B.u.

- Preuves u+ (-1).u=1.u+ (-1).u= (1 + (-1)).u=0.u g0donc : u+ (-1).u =& en additionnant -u & gauche : (-1).u =Rar suite :
(-a).u = (-1a).u = @(-1)).u =a.((-1).u) =a.(-u), et: (a).u = (-1a).u = (-1).@.u) = -@.u) ; on note plus simplement o.t. De méme :
a.(u-v)=a.(u+(-v)) =a.u +a.(-v) =a.u + (0.v) =0.U -0.V.

Ou encore : - B).u= (@ + (H)).u =a.u + (B).u =a.u + (H.u) =a.u -.u.

n . .
-Exemples K' est un K-espace vectoriel et uR-espace vectoriel aifisi qu'un Q-espace vectoriel ; tout espace

vectoriel sur un corps est aussi un espace vettonides corps plus petits .#(A, E) I'ensemble des applications de A dans
E, ol A estun ensemble quelconque non vid&Eeun K-espace vectoriel, est ul-espace vectoriel si(

A= N suites a valeurs dar). De méme :%m(IKn, IKp) I'ensemble des applications de classe d&@ K" dansK”

est un K-espace vectorieki( m = 0 : continues, sinon si p = 1 : dérivéeiéme continue, si p >1 : dérivées partiellesdter m
continue3. Ou encore K[X] I'ensemble des polyndmes d'indéterminée ¥oéfficients dansK, I'ensemble des
suites ou I'ensemble des fonctions définies parsdess entiéres a valeurs daKs'?, sont aussi ded-espaces
vectoriels. Ainsi que les ensembles de matrices/ﬂe,p(u() an lignes, p colonnes et a valeur d§gs
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2) Sous-espaces vectoriels

- Combinaison linéaire On appelle combinaison linéaire de la familee\dcteurs : 4 W, ..., W, tout
vecteur v de E tel qu'il existe des scalaimgsas, ...,q,, pour lesquels : v ;.U + 0ol + ... +0,.Up.

F est un sous-espace vectoriel (sev) de E si et seulement si :

Fz0 et (DaOK et O(u, vV)OF, u+ vOF et a.udF)|

- Preuve: La commutativité et I'associativité de l'additica tsansmettentpar hérédité; si I'opération externe est stable alors pout tou
vecteur u de F: 0O.uzQF, et (-1).u =- W F. Les quatre propriétés de I'opération externe mantaussi évidentes

-Remarque (Festunsevde E} (Fz0O et (a,ROK®etO(u, v)OF, a.u+p.vOF).
« (0cOF etDa 0K, O, v)OF, a.u+vOF).
- (F£0 et0Da 0K, O, v)OF, a.u-vOF).

- Preuve: On note i) la définition, et respectivementi)( (i), (iv) les trois propositions de la remarque ci-desi)s= (i) est une
évidence car en posant dang (3 =0 on retrouve la premiére condition d§, ét la seconde en posaamt= 3 = 1. L'implication réciproque
est simple a établir car la premiére condition(deimplique queau et Bv sont dans F, tandis que la seconde conditigligore que leur
sommeou +pv estaussi dans. F

Il est tout aussi évident quei)( implique (i) et {v), moyennant la remarque que si F est non videritient au moins un vecteur, u
donc aussi0.u = @. Si on part dgiii), la premiére partie de la proposition prouve aaspge que F est non vide ; en posant successiveme
v = 0 (raison pour laquelle il faut qu'il soit dans F), puis a = 1, on obtient les deux conditions dg. Enfin, en posanti =1 et u=v dans

(iv) on montre que Dest dans Fet la fin est triviale

- Proposition: Etant donnée une famille A non vide de vectelerss I'ensemble des combinaisons linéaires
finies (dun nombre fini de vecteurs de A est un sous-espace vectaridt, choté : Vect(A) Par ailleurs Vect(A)

est le plus petit sous-espace vectoriel de Eecamt A On pose par ailleurs : Vect(@) =0
- Preuve: v+w= @yl + 0ol + ... +00.Uy) + Broly + Bolly + ... +Bn.Uy) = (01 + Bo)Us + (@2 + Ba).Up + ... + (1 + Br).Un, €1 ON procéde de
méme pour la stabilité de la loi externe ; comme nfest pas vide, c'est bien un sev. Il contient cAr chaque vecteur de A est une

combinaison linéaire ou son propre coefficient vauet les autres . €'est aussi le plus petit car s'il y en avaiplus petit ¢a voudrait dire
gu'il ne contiendrait pas au moins une des comimai linéaires, ce qui serait en contradiction é&gconditions de stabilité des deux lois.

3) Familles génératrices. Définition de la dimensidinie.

Une famille G de vecteurs de E est dite génératrice si et seulement si tout vecteur de E
peut s'écrire comme combinaison linéaire finie de vecteurs de G.

Un sous-espace vectoriel F étant lui-méme uncespectoriel, on pourra parler de « famille génératde
F »: A estune famille génératrice de F sieetlement si Vect(A) =.F

Si E possede une partie génératrice finie, on dit qu'il est de dimension finie ; dans le cas
contraire on dit qu'il est de dimension infinie.

- Théoréme De toute famille génératrice d'un espace vesitolé dimension finie, on peut extraire une partie
génératrice finie.

- Preuve: Soit G une partie génératrice quelconque dd&E définition il existe une partie génératriceef G' de E ; il existe donc un
entier naturel n tel que G'={e, ..., g}. La famille G étant aussi génératrice, les uestele G' sont des combinaisons linéaires finies

d'éléments de G; soit {y W, ..., Un} €S vecteurs de G donk eest combinaison linéaire. Alors :o@kgl{uk,l, W2 - Wt estune
partie finie de G tout en étant génératrice dans toute combinaison linéaire d'éléments de ilGuffit de remplacer e par son
expression dans G

- Exemple des polynédmesoute famille de polynéme contenant au moins algndme de chaque degré est
génératrice : A génératrice ddX] = On0ON, OPOA, deg(P) = n(on peut adapter &,X]).
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4) Familles libres

Une famille L de vecteurs de E est dite libre si et seulement si :
Pour toute famille (U W, ..., W) de L le fait qu'il existe g, ..., o) O K" tels queor.u; + ... +0n.Uy = O,

implique nécessairemermt; = da, = ... =a, = 0.

Cela signifie que les seules combinaisons linédingss de Vect(L) égales au vecteur nul sonteseflont tous

les coefficients sont nuls. On dit qug @dmet une décomposition unique dans L

O<uy, Uy, ..., Uy OL, (0g.up + a.Uz + oo +0pUy =0 = 0; =dp = ... =d, = 0)|

- Remarques : En dimension finie il faut et il suffit que la condition soit vérifiée par toute la famille,
tandis qu'en dimension infinie il faut que la condition s'applique a toutes les combinaisons linéaires
finies. (Autre remarque L'implication réciproque de cette définition mspond & la propriété d'intégité

Cette proposition signifie aussi que le vecteurpagséde une unique décomposition dans une falibilée (et
réciproquement

- Aucune famille libre ne peut contenir le vectaut, ni deux vecteurs colinéaires, ni aucun vectgurpuisse
étre une combinaison linéaire finie d'autres vastee la méme famille.

- Les vecteurs d'une famille libre sont dits : linéaent indépendants. Une famille non libre es ditée ; et les
vecteurs d'une famille liée sont dits : linéairetragpendants.

- On conviendra de noter les familles de vecteutai@e de parenthéses pour y introduire un orariesi, en
notant (uy, W, ..., 4) une famille de vecteurs, on dira que v estlmoaison linéaire de cette famille affecté des
coefficients : @4, a5, ...,0;), Si on a dans l'ordre : vog.U; + Ao Uy + ... +0p.Un.

- Théoreme Toute famille libre d'un espace vectoriel de disien finie est finie.

- Preuve: Soit L une famille libre. Par définition, il exisune partie génératrice finie. Goit & l'ensemble des parties G' de G telles
que GO L soitlibre ; & n'est pas vide car @ est un élémentfePar ailleurs G ayant un nombre fini de partig8 est finie. Il existe
donc un élément Gde & de cardinal maximal. Dans ce cas [GL est génératrice car sinon il existerait au rsain vecteur u de G
qui ne serait pas combinaison linéaire d'élémemtssd0] L et alors GO {u} serait dansZ’ tout en ayant un cardinal supérieur & Bar

ailleurs, si on enléve un élément u de(d_, alors (GO L) \{u} n'est plus génératrice, sinon u est comtsanilinéaire d'éléments de
(GoO L)\ {u} etalors GO L ne peut plus étre libre. Si G L était infinie, on pourrait en extraire une padénératrice finie ; comme
c'est impossible, 31 L est finie. Il s'en suit que L est elle-mérmee, ayant un cardinal inférieur a celui deg [GL.

- Proposition: Si un vecteur est combinaison linéaire d'uneilfantibre, les coefficients associés sont
unigues. On dit aussi que ce vecteur posséde woengé@sition unique dans la famille libre, et legfficients
sont alors appelés : lesmposantedu vecteur dans cette famill@a @éfinition d'une famille signifie donc que Lstédibre

si et seulement si le vecteur nul admet uniquemiesicomposantes nulles dank L

- Preuve: Soit v =ay.uy + 02U + ... +0n.Uy= Brly + Bl + ... By = (A1 - Br).Uy + (@2 - B2).Uz + ... + @ - Br).Un = O, ON peut alors
appliquer la définition et on aa; - B1 =0z - B2 = ... =d, - B =0, d'oul l'unicité

- Cas patrticulier d'un espace de fonctiqaent les polynémes)

apfi+anf,+. +0,.f,=0GC = OxOK, anfi(X) +a,.f(X) + ... +a,.f,(x) = 0).

Polyndmes e Toute famille de polyndémes non nuls de degrésndist deux a deux est libre.

¢ Toute famille de polynémes de degrés étagéslastili A = (R) ol: OnON, 0<d°(R) <d°(R1).

nON?
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5) Bases. Théoréme d'existence

Une famille B de vecteurs de E est une base si et seulement si elle est libre et
génératrice.

B est une base de E si et seulement si tout vecteur de E s'écrit de maniére unique
comme combinaison linéaire finie d'éléments de B.

- Théoréme d'échandgijet dora) : Soit A une partie de I'espace vectoriglalbsi que deux vecteurs u et
v de EAlors: (udVect(AO {v}) \Vect(A)) = (vOVect(AO {u}) \Vect(A)).

- Preuve: uO Vect(AO {v}) = u est combinaison linéaire finie des vecteursAleet de v Soit w la combinaison linéaire des

-1 -1
vecteurs de A ; alors: u=wpkv, avec 3 #0 car ul Vect(A)). Alors: v =B .u+ (f ).w, ce qui prouve la premiére implication, la
seconde étant obtenue par symétrie

- Corollaire: Si la famille (4, W, ..., 4) est liée et que la famille {uw, ..., 4.) est libre alors y est
combinaison linéaire de (W, ..., W.1).

- Preuve: Si, pour I<isn-1, u0OVect(w, W, ..., U1, Us1, ..., B) et w0 Vect(w, ..., W, Usa, ..., Ya) alors 0 Vect(w, W, ..., taa).
Un tel vecteur uexiste obligatoirement car (W, ..., 4) estliée, si y# O il y a forcément un coefficient non nul dans goenbinaison
linéaire nulle étsi =0 clest trivigl.

- Proposition: Sila famille (y, ..., 4) estlibre et incluse dans Vegt(e., §), alors la famille (g e, ..., §)
est libre et incluse dans Ved(w, ..., W).

- Preuve: Par récurrence. Si n =1 alors pour qug @oit une famille libre, il est nécessaire que soit non nul. En outre, pour que u
soit dans Vect(@ il faut aussi que ;esoit non nul. Par suite; & ae; ol a # 0, donc e = (Ll)u;, ce qui est le résultat souhaité.

On suppose ensuite que la propriété est vraie sqang n - 1; comme, un'est pas nul, ,u= 0161 + ... +0,&y, il existe au moins un
coefficient a; non nul. Quitte a réordonner la familley,(e., &), on peut supposer qu'il s'agit dg. Alors g O Vect(q, ..., €.1, W) ; SOit,
donc: = (- 0i€ - ... -On1€n.1)/Cpn.

On a ainsi, pour i quelconque<i<sn-1: y=dye + ... +0ni€, SOIt: W- (0nif0p).Un = (g, - (A1/0n).€ + ... + @1 - (On-1,/00). €01

On pose y=u - (an/an).u,, et alors : v Vect(g, .., &.1). On remarque au passage que la famillg .(yvn.1) est libre ; car, en effet :
aVi+ ...+ @1Vn1 = aly + ... + &qUn1 - ((&0n1 + ... + @100.1,19/0n).Un. DoNc, d'apres I'hypothése de récurrence, ..(ee.1) est libre.

Toujours selon I'hypothése de récurrence;; .(g 6.1) O Vect(w, ..., Va1) O Vect(u, .., W), et @ O Vect(q, ..., &.1, W) O Vect(u, ..., W),

et l'inclusion est établie. (L'indépendance lindaiest pas essentielle pour la suite, mais alaal&montrer quand méme).

Si (e, ..., &.1, &) estlibre, la proposition est démontrée. Sirgml Vect(eq, ..., &.1) ; on peut donc remplacer, @ar son expression dans
les combinaisons linéaires des: W = ay e + ... +0pni(Bi€1 + ... +Bna6na) O Vect(a, ..., 611).

Mais alors, comme (..., U,1) est libre et incluse dans Vegt(e.., &.1), alors (g, ..., &.1) est libre et incluse dans Vegt(u.., u,1). En
remplacant chaque; @ar son expression dans Vegt(u, u,;) dans la combinaison linéaire dg:u

u, 0 ag.Vect(w, ..., Uhg) + ... +ap.Vect(u, ..., U.g) = Vect(u, ..., U.). Il S'en suit que la famille (u..., w)) n'est pas libre, ce qui est exclu.
Finalement, (g ..., &) estlibre et la proposition est entierement détmée.

Théoréme : Tout espace vectoriel posséde une base (¢ pour {0}). En dimension finie
elles ont toutes le méme nombre d'éléments, c'est ainsi ce nombre qui est défini comme
étant la dimension de l'espace concerné. Si E est de dimension infinie, toutes les basdasuoa
infinité d'éléments et on note : dim(E) =+

- Preuveendimensiorfinie™ : {0} admet@ pouruniquebase, le théoréme est donc trivialement vrai ;uppsse donc que £{0}.
Si E est de dimension finie, il existe une paggeératrice finie G = (ee, .., ) de E Si & s'exprime comme combinaison linéaire de

(e, &, ..., €&.1), ON pose & = (&, &, .., &.1), sSihon G, = G. On passe ensuite &..€ Si &.; s'exprime comme combinaison linéaire des

éléments de G, on pose &, = G,1\{eni}, sinon G., = G,;. Et ainsi de suite jusqu'a, @l I'on construit le dernier ensemble. &faut
remarquer au passage que les familles ainsi catestrsont toujours génératrices car on enléve @mgut des vecteurs qui peuvent étre
remplacés par ceux qui restent.

Si & n'est pas libre, cela signifie qu'un de ses wests'exprime en fonction des autres, mais il &atars été retiré au cours du processus.
La famille est donc libre et génératrice, c'est base.

Il existe donc une base finie B de d6it: B = (g &, ..., ). Soit C une autre base, elle aussi finie : @7, ..., Y). On suppose pn
(sinon on échange les réles de B et @) applique alors la proposition précédente :

(U, W, ..., 4) est libre et incluse dans Vegt(e.., &) ; il s'en suit que (¢ ..., &) estincluse dans Vect(u...,, W), il s'en suit que, s'il
existait, W.; serait combinaison linéaire des;,(u. W), ce qui est impossible. Donc p =n
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- Remarque Il existe essentiellement deux sortes d'espdeedimension infinie, ceux pour lesquels il est
possible d'énumérer une base, comme dans I'espageotyndémes, et ceux dans lesquels ¢a n'est gathieo
(dans ce dernier cas, la validité du théoréme est liée a la validité de I'axiome du choix).

Proposition : De toute famille génératrice d'un espace vectoriel non réduita {0} on
peut extraire une base. (Cette base est évidemment finie en dimension fietieinfinie en dimension infinie ; en outre, la
démonstration a déja été faite a la propositiondaténte dans le cas de la dimension Yinie

- Preuve en dimension finiesi la famille G finie, comportant n vecteurst #ée alors il existe une combinaison linéairélenu
ayant des coefficients non nuls ; autrement dit, dles vecteurs,ude cette combinaison linéaire peut s'exprimeipantion des autres ; soit
alors G = G\ {w} . Il faut remarquer que fGest toujours génératrice ; si; @'est pas libre alors on construit @e la méme facon, etc...
Si on devait arriver jusque la, & ne contiendrait plus qu'un vecteur non nul, caisene famille libre. Mais, si I'on s'arréte avaela
signifie qu'il y a un moment ou il n'existe plusaembinaison linéaire nulle & coefficients non nusitrement dit, on a construit une famille

a la fois génératrice et libre : une base

Théoréme de la base incompléte : Toute famille libre peut étre complétée par
une autre famille libre (par exemple extraite d'une autre base) pour former une base de E. (La
démonstration en dimension fiflieéutilise la fin de la démonstration du théorémésd : GIL est une bade

-Remarque Si L est une famille libre et G une famigénératrice, il existe une base B telle qu'on ait

L OB OLOG (on peut donc compléter toute famille libre avecwisteurs de la base canonijjue

- Exemple des polyndmesa famille (1, X, X, ..., X, ...) est une base dK[X], mais ce n'est pas une

base de I'ensemble des séries formelles, de laforftX) =;anx”.

¢ Toute famille de polynd6mes non nuls de degrésndistdeux a deux est libre.
¢ Toute famille A de polynémes telle queld fi0N, OPOA tel que d°(P) = njest génératrice.
¢ Toute famille A de polyndmes telle quell i ON, OO POA tel que d°(P) = nJest une base.

(Donc : Toute famille de polynémes R, telleque: D nON, d°(R) = n], est une base ; c'est une famille a degrés é(rllﬁ\)'n

- Remarque une famille (R, de polynémes dont les degrés sont strictemergsznots est diteFamille
de polynémes de degrés étagés0 n[O N, deg(R) = n, on dit qu'elle est a degrés échelonnés
Toute famille de polyndmes de degrés étagés est lib

Toute famille de ®1 polyndmes de degrés étagésligX] est une base ddK[X] ; elle est alors a
degrés échelonnés.

6) Cardinaux et nature des familles de vecteurenparaison avec la dimension de l'espace

La dimension du sous-espace vectoriel engendré par une famille A de vecteurs est
appelé : le rang de cette famille. Le sous-espace vectoriel est noté Vect(A) et son rang
rg(A). Un sous-espace vectoriel de dimension 1 estduooiée ; s'il est de dimension 2, c'est plan; et si
dim(E) finie et s'il est de dimension (dim(E) - &)est urhyperplan (en dimension infinie un hyperplan est défini
comme ayant un supplémentaire de dimension $7¢bu bien : Vect(A) est un hyperplan si et sedptisi Vect(Ax E

et JuOE tel que Vect(A{u}) =E).

Proposition : A finie est libre si et seulement si rg(A) = Card(A). En dimension finie,
A est génératrice si et seulement si rg(A) = dim(E).

- Preuve: Un sev est un espace vectoriel ; toutes ses basés méme cardinal, et c'est ce cardinal qui astimension. La famille libre
initiale est une base parmi les autres de ce sen cardinal est donc égal a la dimension du sev.
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Par ailleurs, d'aprées le théoréme de la base inévenjl est possible de compléter la famille lipur obtenir une base dont le cardinal sera
égal a la dimension de I'espace tout entier. Fige,da famille libre initiale ayant moins de veate avant d'étre complétée, son cardinal est
inférieur a la dimension de I'espace.

Dans le cas de la dimension finie, si son cardasalégal a la dimension de I'espace, elle engaduite un sev de méme dimension que
I'espace. Si c'est une base de l'espace la prigpositt établie ; sinon, on peut la compléter faire une base de I'espace mais elle a alors
plus de vecteurs que la dimension de I'espaceyicestiimpossible.

Conséquences : En dimension finie, soit n = dim(E).

A est une base de E si et seulement si rg(A) = Card(A) = n.
Card(A) <n= A n'est pas génératrice ; Card(A) > A n'est pas libre.

Une famille libre de n vecteurs est une base.
Une famille génératrice de n vecteurs est une base.
Une famille ayant moins (au sens strict) de n vecteurs n'est pas génératrice.

Une famille ayant plus (au sens strict) de n vecteurs n'est pas libre.

- Corollaire : La dimension d'un sous-espace vectoriel estigfés ou égale a celle de l'espace. Et, en
dimension finie, lorsqu'elle est égale, le sousaespectoriel est I'espace lui-méme.

- Notation: Si x, %, ..., % sont dans cet ordre les composantes de u d#&asé B = (ee, ..., §) , on note
plus simplement u:gxx,, ..., %), ou l'indice g est facultatif s'il n'y a pas d'ambiguité, paeraple lorsqu'on
convient que tous les vecteurs seront donnéslamtient par leurs composantes dans une base fix@épaut ;
une telle base s'appellease canonique

X1
U:(Xe, X, -y Xp)g OU U X2 e U= X6 +%.6+ ... +%.6,.
n/B

Par abus d'écriture, on peut mettre un signe édal place des deux points (:)

(X1, X2, ..., %) sont les composantes, ou encareardonnéesdu vecteur u dans la base @né la base canonique
en l'absence de lindicg).

7) Définition et existence des supplémentaires

- Somme La somme de deux sous-espaces vectoriels F' ed'un espace vectoriel E est notée F +eF
définie de la facon suivante : F+#{u+u', ull F et ul F}. C'est un sous-espace vectoriel ; c'est aussi le
plus petit sous-espace vectoriel contenamt F (F + F = Vect(FO F')) (Et réciproquement : si la décomposition est unique,
la somme est directe

- Preuve: Il contient F en faisant u +0il contient F en faisant ©+ u'; il contient donc leur réunion. C'est lesphetit car il doit
contenir toutes les combinaisons linéaires dessvestde F et de ceux d€. Par ailleurs, c'est bien un sous-espace veciaieil est de

facon évidente stable pour les deux.lois

- Somme directesi lintersection de deux sous-espace vectorlelset F est égale a {9, elle est alors
minimale, leur somme est ditérecteet notée : FJ F'. En conséquence de quoi, la décomposition d'urevect
de F+F enunvecteur de F et un vecteur deeft unique.

- Preuve: On suppose que deux décompositions sont égalesu' g v+ V' < u-v=Vv -u Comme u-v estdans F etque V' -U'
est dans Falors ils sont dans l'intersection ; c'est-a-dire- v = v' - u' = @, ce qui prouve la proposition

- Intersection L'intersection de deux sous-espaces vectorielsnesous-espace vectoriel.
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- Preuve: Cette intersection est non vide car elle contientdcteur nul. Par ailleurs, les deux lois sorilegadans cette intersection car,
pour udFn F': a.u appartienta F grace a la stabilité danstl F grace a la stabilité dans ;Rdem pour I'addition

Deux sous-espaces vectoriels F et F' de E sont supplémentaires si et seulement si :
FOF' = E (sommedirecte ;rappel: F+F ={u+u, uOF et u'0OF1}).

FOF =E - (F+F =E et Fn F' = {0:})|

FOF'=E - (OVOE, DDuOF et D u' OF' telsque v=u+u").

FOF =E - [(C basede F et C' basede F' = COC' basede E) et
FnF' = {0e}]

- Preuve: Tout vecteur de E se décompose de fagon unique eecteur de FAui-méme étant combinaison linéaire unique déhset
un vecteur de 'Flui-méme étant combinaison linéaire unique déndl s'en suit que tout vecteur de E se décomgesagon unique dans
B ; c'est bien une base. Réciproquement, si tazteuede E se décompose en une combinaisonrindai C et une combinaison linéaire
de C' alors F+=E Sienplus C et C' sont disjointes alorsysavait un vecteur non nul dans l'intersectionfilest F, il serait a la
fois une combinaison linéaire de C et de C'israbrs, en les soustrayant, il existerait unelmoaison linéaire nulle de G C' avec des

coefficients non nuls, ce qui est exclu

- Remarque Il y a d'autre équivalences en dimension fipa, exemple :
FOF=E = (Fn F ={0g} et dim(F) + dim(F) = dim(E))
FOF=E - (F+F=E et dim(F) + dim(f§ = dim(E))

- Preuve: Si F et F' sont supplémentaires, les deuxtégasont vérifiées, l'une par définition et l'agrace a la proposition précédente.
Il faut donc prouver la réciprogue. Soit C uneébde F et C' une base de F'; elles sonssaicement disjointes et leur réunion est une
famille libre & cause de la condition : nFF' = {Og}. En outre, d'apres l'autre condition leur réuréshune famille de cardinal la dimension
de E; c'est donc une base deok est donc dans les conditions de la propos#ioria réunion des bases, et ce corollaire estRoar finir,

si on suppose que F + F' = E alorsOQC' est génératrice ; et donc: dim@&E)Xard(CO C') < Card(C) + Card(C') = dim(E) par
hypothése, alors Card(C C') = Card(C) + Card(C') et elles sont disjointea proposition est donc vraie d'aprés la proposisur la
réunion des bases

Proposition : Tout sous-espace vectoriel posséde au moins un supplémentaire. Par
ailleurs, en dimension finie, tous ses supplémeggaint la méme dimension.

- Preuve: Tout sous-espace vectoriel posséde une base @stune famille | bre de I'espace vectoriel ilEest donc possible de la
compléter par une famille libre C' afin que E<£] C' soit une base de. Bar suite : F et Vect(C') sont supplémensaEe dimension
finie, si dimE =n et Card(C) =p alors C&Y(=n - p ; toute famille libre complétant Cvdeavoir de méme n - p vecteurs

- Proposition(horsprogrammg : Soit f unautomorphismele E, si F et F' sontdessous-espacesipplémentaires
alors il en est de méme de f(F) et f(F")

- Preuve: Soit vOf(F)nf(F) alors Jud F et Ou'0F' tels que v = f(u) = f(u)mais comme f est injective alors u sils sont donc
nuls et alors v aussi. Par suite f{i{F") ={Og}; en outre f étant linéaire et surjective EX¢E f(F + F') = f(F) + f(F) = E

- Cardinal de la somme Si F et F sont deux sous-espaces vectoriels de E de diamefinie, alors :
dim (F + F) =dim F + dim F- dim (Fn F) (formule de Grassmah En outre : dim (F1 F') =dim F + dim F.

- Preuve: soit D une base de & F'. Comme c'est une famille libre de, &h peut la compléter par une famille libre C vdeteurs de
F pour que €1 D soit une base de F; comme c'est aussi unéiddiore de F, on peut la compléter par une famille libre @ B pour
que C'O D soit une base de'.FAlors CO C'0 D est une base de F + IBu elle est libre par construction et génératdar tous les
vecteur de F et de' Fsont respectivement des combinaisons linédieeC0 D et C'O D. Il suffit ensuite de les additionner, et alors :
dim (F + F) = Card(CO C'0 D) = Card(C) + Card(C'") + Card(D) car elles stisfointes. De méme : dim F = Card(C) + Card(&)puis :
dim F = Card(C") + Card(D) ; donc : dim (F ) E (Card(C) + Card(D)) + (Card(C') + Card(D)) aid(D), la proposition est donc vraie

- Proposition: Dans un espace vectoriel , Eintersection des sous-espaces vectoriels estilditive par
rapport a I'addition des sous-espaces vect8riels

! Hermann Gunther Grassman : 1809-1874 formule de Grassman est voisine du principgaliision-inclusion, encore appelé formule de
Poincar® (ou du cribld, pour deux ensembles : Card{B) = Card(A) + Card(B) - Card(AB) (qu'on peut étendre aux probabilitgs
® Henri Jules Poincaré : 1854-1912
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8) Applications linéaires

Etant donnés deux espaces vectoriels E et F, f: E - F est une application linéaire si et
seulement si :

O(a, B)OK? et O(u, v)O E2, f(a.u + B.v) = a.f(u) + B.f(v).
-Ou bien: Da 0K etO(u, v)OE, fa.u)=a.f(u) et f(u +v) = f(u) + f(v)

- Remarques f(Og) = O, et : f@.u -B.v) =a.f(u) - B.f(v).

L'ensemble des applications linéaires de E dans F est noté Q(E, F) ; I'ensemble des

applications de E dans lui-méme (endomorphismes) est noté plus simplement (E) . On

distingue entre les différents types d'applications linéaires, selon que I'ensemble d'arrivée
est E ou non, et selon qu'elles sont bijectives” ou non :

E et F quelconques E=F
f quelconque homomorphisme endomorphisme
f bijective isomorphisme automorphisme

- Remarque : Les termes contenus dans ce tableau doivent en réalité étres complétés par « d'espace
vectoriel » qui dans ce chapitre est sous-entendu. Par exemple «isomorphisme » signifie ici:

« isomorphisme d'espace vectoriel » car il en existe d'autres types, par exemple I'application Mo qui a
une application linéaire f associe sa matrice cN\o(f) dans la base canonique est en réalité un
isomorphisme d'algébre car une opération supplémentaire est conservée : c/V\a(f +9g) = c/V\u(f) + c/V\a(g),

c/V\o(O(.f) = G.C/V\c(f) (ou o estun scalaire), et en plus : c/V\o(fog) = c/V\o(f)Xc/V\a(g).

- Remarque Q(E, F) etQ(E) sont desK-espaces vectoriels, sous-espaces vectoriels té#spke. #(E, F)
et de #(E, E).

¢ Proposition: La composée de deux applications linéaires estapplication linéaire. L'inverse de toute
application linéaire bijectiveispmorphismg est une application linéaire. L'ensemble des eatitins linéaires

bijectives deQ(E) (automorphismés est un groupe noté GL(E) et appelgaupe linéairede E

- Preuve: f et g étant des applications linéaires quades, pour tout couple de scalaires [§) et tout couple de vecteurs (u, v)
fog(a.u +B.v) = f(g(@.u +B.v)) = f(a.g(u) +B.g(v)) =a.f(g(u)) +B.f(g(v)) =a.(fog)(u) +pB.(fog)(v). La composée de f et g est donc encore
linéaire.

Si f est bijective, soit u'=f(u) et v' = J(valors fi(a.u' +PB.v) = f(o.f(u) + B.F(V)) = F(f(o.u +B.v)) = a.u +B.v = o F (W) +B.F (V).

La réciprogue de f est donc aussi une applicditéaire.

- Cas particuliers Si I'ensemble d'arrivée e, I'application linéaire est appelé@rme linéaire S'il s'agit
d'un endomorphisme qui a tout vecteur associe &me) on I'appelleapplication identiqueou :identité et on
lanote:i¢; DuldE, idg(u)=u

- Exemples L'application qui & tout vecteur de E associecleteur nul de F est appelée : application nulle

L'endomorphisme qui a tout vecteur u de E asskaeou kO K, est appelée : homothétie de rapport k
Etant donnés deux sous-espaces vectoriels suppliinesnt; et F, de E I'endomorphisme qui a tout vecteur
u de E associe sa composante dansest appelée : projection sur, Ee direction F (ou parallélement a Jf;
I'endomorphisme qui a u associe la différencecdegposantes dans, et B est la symétrie par rapporta F
de direction F:
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FOFR=E= OulE O, WwOFRXkH u=u+w;
p(u) =uy = p estun projecteur Q(E) ; S(U)=y-wp, = s estune symétr@Q(E).

- Contre-exempleUne translation de vecteur non nwj(u) = u + v n'est pas une application linéaier

tv(OE) z OE)
- Exemple de forme linéaireSi f est une fonction numérique définie etilisle sur un intervalle [a, p]

b x b
l'application ¢ qui a f associe (f) = [, (J f(Hdt)dx + [ f(x)dx + f(b) - f(a) + f(b) - f'(a), est une forme
linéaire, etc.

9) Image et image réciprogue d'un sous-espacenacto

L'image d'un sous-espace vectoriel par une application linéaire est un sous-espace
vectoriel.

L'image réciproque d'un sous-espace vectoriel par une application linéaire est un sous-
espace vectoriel.

- Preuves Soit f O .S@(E, F), E' unsevde E et'Runsevde FAlors: f(E) n'est pas vide car il contientmoins f(@) = O-; de

méme fl(F') n'est pas vide car il contient au moins fbur la méme raison. Etant donnés un scalaireongue o, et deux vecteurs u et

v de E' telsque f(u)=u' et f(v) 5@na: f@.u) =a.f(u) =a.u’ et commea.u estdans E' alors.u' estdans f(E'YOn a de méme :
f(u +v) =f(u) + f(v) =u' +v' etcomme u +estdans Ealors u'+Vv' estdans f(El) s'en suit que f(E') est un se@n(peut aussi
utiliser I'existence du supplémentaire au lieu du théoréme de la base incompléte).

Etant donnés deux vecteurs u' et v' de ilfpeut se présenter plusieurs cas selon quitsoa non des antécédents. Si u' admet un
antécédent ,ualors f(i.u) =a.u' donc a.u est I'antécédent d'un vecteur de €t il est dans ‘*(F‘) ; si u' n'‘admet pas d'antécédent le
probléme ne se pose pas. Pour l'addition : setuv' admettent des antécédents respectifs w, albors f(u + v) = f(u) + f(v) = u' + vl

s'en suit que U’ + Mjui est un élément de',Fadmet 'antécédent u + v qui est donc dan@'. Si u' et v' n'ont pas d'antécédents, le
probléme ne se pose pas. Si un seul des deuxmrtécedent alors nécessairement leur somme n'dgragackdent et le probléme ne se pose

pas ; en effet: f(u) =u' et f(w) =u'+% f(w-u)=f(w) - f(u) =Vv' ce qui contredit fpothése

En particulier I'image de E notée f(E) ou plus souvent : Im(f). On appelle rang de

f: rg(f) = dim(Im(f)).

De méme, l'image réciproque du vecteur nul notée f'l(OF) ou plus souvent Ker(f) et
appelée : Noyau de f.

Théoréme du rang (ou de la dimension) : |rg(f) + dim(Ker(f)) = dim(E)|.

- Preuve: soit B=(g, &, ..., §) une base de Ker(f) ; c'est une famille libre Beon peut donc la compléter par C 3, @, ..., u) de
facon a ce que Bl C soit une base de, Honc dim(E) = p + gTout vecteur v de E s'écrit alors de manigngue dans cette base :
V= X.6 %6+ ...+ %6 F U1l + 0o t+ ... +0g.Ug, €t ainsi: f(v) =a..f(uy) + axf(uy) + ... +aq.f(ug) car la premiére partie étant dans le
noyau, son image est nulle ; il s'en suit que €8} une partie génératrice de Im(f)

Ensuite, étant donnée une combinaison linéairemdl f(C) : a1.f(uy) + 0x.f(Up) + ... +0q.f(Ug) = & = f(O1.U + A2y + ... +0q.Ug) = O,
d'ol Op.ly + 02U + ... +0q.Ug O Ker(f) et posséde une combinaison linéaire dBnsa1.uy + 0z + ... +0g.Ug = X181 + Xo.& + ... + %.6,.
Alors: -x.€ - ... - %.6 + 01Uy + ... +0q.Ug = G, et comme BI C est une base, les coefficients sont tous nalsjui a pour conséquence
le fait que f(C) est libre. Finalement: dim@E)Card(BO C) = Card(B) + Card(C) = dim(Ker(f)) + dim(f(C)) dim(Ker(f)) + rg(f) car
dim(Im(f)) = dim(f(C)). (En dimension infinie, cette égalité est sans intérét, elle se raméne a : +w = +o).

- Corollaire: Si E est de dimension finie etIf#(E, F), alors : Im(f) est isomorphe & tout supplémeatai

de Ker(f) (Preuve immédiate avec des considérations surfesrdions.

De l'autre cété Soit dim(E) = dim(F) finieet V un supplémentaire de Im(f) dans Afors, d'apres le
théoréme du rang : dim(V) = dim(Ker(f)) ; il exdstionc bien un isomorphisme de Kerf(f) dans mais ce
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n'est pas f car le seul élément de V a avoantécédent par f est,Q@andis que tous les éléments de Ker(f)
ont pour image 9] (on peut par exemple en construire un, en envoyanbase de Ker(f) sur une base d)a \%

10) Injections, surjections, caractérisatiins

f est injective si et seulement si : Ker(f) = {Og}|

f est injective si et seulement si I'image d'une base de E est une famille libre de F (une
base de E si f est un endomorphisme). (Ou si elle transforme toute famille libre en fhelibre).

f est surjective si et seulement si : Im(f) = F.
f est surjective si et seulement si I'image d'une base de E est une partie génératrice de F.

- Preuves o Définition d'une injection : Tout élément de I'ensble d'arrivée admet au plus un antécédent darsetnble de départ. On
suppose donc qu'un certain vecteur v en a dawet u'; alors: f(u) = f(uy f(u - u’) =@, donc u - ud Ker(f), c'est-a-dire u - u' =0
ce qui prouve bien u=u' et l'injectivité de f

Réciprogquement, si f est injective, alors &dmet un unique antécédent, a saveir 0

@ Soit B=(e, &, .., &, ...) une base de E ;son image est f(B) 3)(fé), ... f(e,), ...). Si f est injective, soitag, , 0, ..., ay) O K"
tels que :ay.f(er) + axf(ey) + ... +anf(e)) = O; alors : ff1.e + 0.6 + ... +0,.6) = G, donc, comme l'unique antécédent de €8t @ :

01.6; +02.6 + ... +0n.6, = O, d'ou, comme B estune base;=a,=... =a, =0, ce qui prouve que f(B) est libre.
Réciproguement : Si f(B) est libre, soit un vectal =aj.e + 0.6 + ... +d,.6, 0 Ker(f) ; on adonc: &.e +0ye + ... +ane) = O,
c'est-a-dire :0,.f(e1) + ax.f(e) + ... +a,.f(e)) = O-. Et comme f(B) est libre alorsa; =a, = ... =a, = 0, ce qui prouve que Ker(f) = £,

donc f injective.

® C'est la définition : Si f est surjective, t@lément de f admet un antécédent dans E dm(f) # F, et réciproqguement.

® Si f est surjective, tout élément v de Fpedans Im(f)admet un antécédent u dans E; u se décendaos Bdonc :

U=01.6 +02.6+ ... +an.6, = Vv =f(u) =a..f(e)) + a,.f(e) + ... +a,.f(ey), ce qui implique que f(B) est une partie génératde F
Réciproquement : Si f(B) est une famille génératde F alors tout élément v de F admet une décoitiposians cette famille, donc :
v =ay.f(e) + axf(e) + ... +an.f(ey), ce quiimplique v =f{;.e, + a,.e + ... +0,.6y), et prouve que ¥ Im(f), donc Im(f) = F

Si dim(E) = dim(F) (finie) alors : f injective = f surjective = f bijective|

- Preuve: Toute la démonstration repose sur le théoréme miy raf injective = dim(Ker(f)) = 0 donc dim(Im(f)) = dim(E)et tout
sous-espace vectoriel de E ayant la dimensiok dest E lui-méme, ce qui prouve la surjectivité

Réciproguement, si f est surjective alors dinffjj= dim(E) donc dim(Ker(f)) = Oc'est-a-dire Ker(f) = {& .

- Proposition: Si fO Q(E, F) etsi C estune famille libre de E ald(€) est une famille génératrice de

f(Vect(C)), donc : Vect(f(C)) = f(Vect(C))Si en outre f estinjective alors f(C) esedamille libre. Si C est
finie et f injective, alors dim(Vect(C)) = dinf{fect(C)) = Card(C)

- Preuve: Soit C = (4, W, ..., 4) une famille libre de EE' = Vect(C) et F=f(E'), qui est donc un sev d'aprés un théoréme précédent
Tout vecteur v de E'est combinaison linéaire@e v =0.Uy + 02.Up + ... +0p.Uy 5 d'ou f(v) =0q.f(uy) + . f(up) + ... +a,.f(u,) etil s'en

suit que la famille C' = (f@), f(u), ..., f(w)) est une famille génératrice de. ©n considére ensuite une combinaison linéairemid C':
o1.f(uy) + axf(uy) + ... +0,.f(uy) = O ; on a ainsi : ff;.u; + U, + ... +0,.U,) = 0. Si f est injective alorsx;.u; + 0oLy + ... +0n.Uy = O

d'ou I'on déduit quen; = a, = ... =a, = 0, en conséquence de quoi C' est une famille.llbmedémonstration serait la méme en dimension
infinie.

- Remarque Deux espaces vectoriels de méme dimension §iaie isomorphescé qui signifie quiil existe un
isomorphisme de lun vers l'autre Réciproquement, s'il existe un isomorphisme da Ners l'autre, ils ont
nécessairement méme dimensiam fgeut étendre cette proposition aux espacesniastde dimension infinie qui possédent une
base dénombrable, c'est-a-dire énumérable, conestde’cas de I'espace des polyndmes

- Preuve: Il suffit de connaitre deux bases B 5, @, ..., §) de E et B'=(ge, ..., g) de F,etde poser:
f(X1.81 + X0.€ + ... + %.6) = X161 + 2.6 + ... + %.6, ; C'est de fagon évidente un isomorphisme.
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- Cas particulier. ¢ Si dim(E) = n alors E etk" sont isomorphes. Cela permet, une fois une base

canonique fixée, d'assimiler un vecteur a un niugée IKn, correspondant a ses composantes dans la base
canonigue. On peut alors faire toutes les opémtimouhaitées sur les n-uplets a la place des vecteu
l'isomorphisme assurant la totale compatibilitéetds uns et les autres. Il est possible d'éairgshoix, ces n-
uplets sous forme de lignes ou de colonnes ; toistéés colonnes seront préférables en deux citanoss :
lorsqu'il risque d'y avoir confusion avec des coorEes de points dans un repére, ou encore lonsqu'o
pratiquera des opérations matricielles pour cherdbs images de vecteurs par une application fieéai

X1

Si B=(q, &, ..., §) estlabase canonique, )L(f o U=X.6 + X%.6+ ... + %.6,.

Xn

Il reste possible d'utiliser cette notation en nal® dans une autre base, a condition d'indiqueone de la base
en indice, comme pour les lignes ; toutefois celster assez rare et n'est utilisé pratiquement qus tks
formules de changement de base.

On note : 4, la matrice colonne correspondant aux composatges: dans la base . Borsqu'il n'y a pas

d'ambiguité, par exemple dans la base canoniquegonécrire simplement, e qui revient a assimiler un
N . . o . . e " . n
vecteur a ses composantes ; c'est vrai dénset cela consiste sinon a utiliser lisomorphisteeE dansK .

. . . a~ .z by n z .
En particulier, chaque vecteur de la base canomigueétre associée a ses composantes lanst on écrira :

1 0 0
_40]]1 0 . ) o
B = , - ) (qui, sous cette forme, est aussi la base canoniglié ).
0 0 1

e Autre cas particulier Il existe un isomorphisme de I'espace des pohgdans 'ensemble des fonctions
polynomiales, qui permet la plupart du temps dessmiler I'un a 'autre.

-De méme On peut connaitre une application linéaire sempnt par la donnée des images des vecteurs
d'une base de .Boit B = (g, &, ..., §), et B' = (f(g), f(e), ..., f(g)) qui n'est pas forcément libre ; alors :
f(X1.61 + X0.& + ... + %.€6) = X.f(e) + xo.f(€) + ... + x%.f(€).

- Complémenthors programmg:

¢ L e rang d'une injection d@(E, F) estdim(E) ; le rang d'une surjection esh(H), le rang d'une bijection est
donc dim(E) = dim(F)
- Preuve: si B estune base de E et f une injectionsalf{B) est une base de Im(f) et on a bienf) rg(dim(E). Si f est une

surjection alors f(B) est une famille génératrige F ; on peut en extraire une base de F dyf) = dim(F). Pour une bijection on peut
appliquer les deux principes précédents simultanéme

e Si f est une bijection et qu'il est possiblecdenposer dg alors rg(g) = rg(g) ; et s'il est possible de
composer ¢ alors rg(gf) = rg(g).

Si f est une injection et qu'il est possible dmposer dg alors rg(fg) = rg(g)

Si f est une surjection et qu'il est possibledmposer & alors rg(gf) = rg(g).

Dans tous les cas, s'il est possible de composér aprs rg(gf) < inf{rg(f) , rg(g)}. Et s'il est possible de
composer dy alors rgg) < inf{rg(f) , rg(g)}.*

11) Valeurs propres et vecteurs propres, sous-espapres

f étant un endomorphisme de E, A est une valeur propre de f si et seulement s'il
existe un vecteur non nul u tel que f(u) = A.u. L'ensemble des valeurs propres d'un
endomorphisme s'appelle : sgpectre
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Etant donnée une valeur propre A, u est un vecteur propre de f associé a la valeur
propre A si et seulement si f(u) = A.u. Par convention, on décide que le vecteur nul
n'est pas un vecteur propre.

Proposition : L'ensemble des vecteurs propres associé a une valeur propre A donnée,
auquel on adjoint Og, est un sous-espace vectoriel appelé sous-espace propre associé a
A, et noté lorsqu'il n'y a pas d'ambiguité possible : E,.

-Preuve: Ei2@ car QOE ;si @,B)0K2 et (yv)OE? alors fe.u +p.v) =a.f(u) +B.f(v) = A.(a.u +B.v), d'oti a.u +B.v 0 E,.

- Proposition importante Toute famille de vecteurs propra®rc non nuls associés a des valeurs propres
distinctes est libre.

- Preuve: Par récurrence sur, pa propriété est évidente pour p = 1; on supmpse la famille (U w, ..., y) de vecteurs propres
associée aux valeurs propres respectivRs A, ..., Ap, est libre. S'il existe un autre vecteur propgg; @ssocié a la valeur proppg.s, la
famille (w, W, ..., Y+1) Ne peut étre liée que si,.u est combinaison linéaire des précédents.; wal.ul +0..U, + ... +0p.U,. ON fait
ensuite I'image par f de cette égalité d'une padn la multiplie paii.,, d'autre part :

Aps1.Ups1 = A0 1.UL +A002.Up + ... +Ap0p.Up = Apes@1.UL + ... +Apalp Uy ; il NE reste plus qu'a soustraire les deux forafgenues :

(A1 -Ape0Lud + Q2 - Apsn)02.Uz + ... + Qp - Aps2)0p.Up = G D'ol, comme c'est une combinaison linéaire rillae famille libre :

Soit Ay = A, = ... =Ap4q, Ce qui est impossible par hypothése, sqit =10, ce qui aussi exclu, d'ou la validité de la prafms.

- Exemple Dans E R muni d'une base B =(e, &, &), soit I'endomorphisme f tel que :
fle) = &, f(e) =-&, f(es) =&, f(e) =-&.
Onarrivea: E=Vectle+g,6-¢) et E;=Vect(e-&, & +¢g),avec EOE;=E

- Application: S'il existe une base de vecteurs propres, l@gin linéaire s'exprime trés simplement dans
cette base : Soit B =(es, ..., ) une telle base, chaque étant associé a la valeur propke (pas forcément
distincteg ; alors @ f(X.e; + X%o.& + ... +%.6)) = A1X1.€; + AoXo.& + ... +A X6

- Exemple Dans I'espace des fonctions numériques, sdénalle ; €%, e¥X, ...,e*) ol les a sont des
réels distincts deux a deux. Ces fonctions sontvdeteurs propres de l'application linéaire quiite fonction
associe sa dérivée, associées a des valeurs pdigtiestes. Autrement dit, c'est une famille libre

- Remarque g =Ker(f) et & = Inv(f).

12) Cas particuliers des homothéties, projecteisgraétries

L'endomorphisme h est une homothétie si et seulement s'il existe un scalaire k appelé

son rapport tel que pour tout vecteur u : h(u) = k.u. Il s'en suit que k est son unique

valeur propre et que le sous-espace propre associé est E lui-méme.

¢ Proposition(hors programmp: L'ensemble des homothéties de rapport non nulEswest un sous-groupde
GL(E).

- Preuve: 1l est non vide car lidentité est une homothégerapport 1 ; par ailleurs une homothétie de rappon nul est bijective,

l'inverse de I'nomothétie de rapport k est I'htihébe de rapport 1/kEnfin, la composée de deux homothéties de rappespectifs k et
k' est une homothétie de rapport .KK'est donc bien un sous-groupe.

- Exercice: si fO Q(E) vérifie : Pour tout vecteur u de E, u f@) sont colinéaires, montrer que c'est
une homothétieof distinguera les cas ot dim(E) =1 et ou er(E)Xi.

L'endomorphisme p est un projection, ou un projecteur, si et seulement si pop = p. Ou
encore : si et seulement si les sous-espaces propres E; et Eg sont supplémentaires
(alors p est la projection sur E; parallélement & Eo. On peut aussi remarquer que E; = Inv(p) et Eo = Ker(p)).
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- Preuve: o Si E et B sont supplémentaires, il est simple d'établir queest un projecteur en utilisant la définiti&éciproquement,
si p estun projecteur, alors, Bt E sont naturellement supplémentaires.

@ Soit F=1Im(p) et F=Ker(p);si p estun projecteur alors F=d&f F =E,, d'ou tout vecteur v se décompose de maniémpiardans
FxF': v=u+u avec p(v) =p(u) + p(u) =t pop(v) = p(u) = u = p(v)ce qui implique ¢ =p.

Réciproquement, siop = p, alors: u=p(vVJ F et u'=v-u esttelque p(v-u)=pP(t) = pp(v) - p(u) = p(u) - p(u) =4 d'ou :
u' O F'. Ainsi, comme v = p(v) + (v - p(v)) = u + u' peésle donc une décomposition unique dang=' Fce qui implique qu'ils sont
supplémentaires. En outre : u = p(v)ep@) = p(u) donc FlInv(p) = E. Comme EIE;=E et EnE,={0g}, alors E=F, donc p est
un projecteur.

- Corollaire : L'endomorphisme p est un projecteur si et seeiet si Im(p) = Inv(p)

- Preuve: On sait déja que si p est un projecteur alorg)m Inv(p) ; il faut donc prouver la réciproqu@n suppose donc qu'on sait que
Im(p) = Inv(p); alors pour tout vecteur u de, B(u) est dans Im(p)l est donc invariant. Par suite : p(p(u)) =)p@ou pp =p qui est
bien un projecteur

e Etant donnée une base canonique: B 7 € ..., §), il existe des projecteurs particuliers appelés :
projecteurs canoniguee i-eme projecteur canonique, notg \@rifie : e(X1.e + X.& + ... + %.6)) = X.€. La

définition est la méme en dimension infinie. |l fa@t pas le confondre avec la i-eme applicatiorrdmonée,
notée x, qui est une forme linéaire ;;(X1.6, + X0.& + ... + %.6)) = X;.

- Proposition: La composée de deux projecteurs est un projétteur

- Proposition : s est une symétrie si et seulement si p = (s + idg)/2 est un

projecteur. De méme p est un projecteur si et seulement si |s = 2p - idg] est une

symeétrie. (Avec en outre égalités respectives des sous-espace propres : Ei(s) = Ex(p) et E.i(s) = Eo(p)).

- Preuve: Si s est la symétrie par rapport & U de dioectV, o U et V sont supplémentaires, alors toutaur w de E se
décompose de maniére unique en une somme d'uruvectele U et d'un vecteur v de &ec w=u+v et s(w)=u - Rlors:

p(w) :%.(s +id)(u +v) :%.(u -V) +%.(u + V) = u; il s'agit bien de la projection sur de direction V
Si p est un projecteur, on a encore w =y et\wcomme p(w) =ualors (2p - id)(w) = 2u - (u + v) = u - yce qui prouve que s est bien
une symétrieen n'oubliant pas que pi(s +ick) = s =2p - ig).

- Proposition : L'endomorphisme s est une symétrie si et seulement si sos = ide. Ou
encore : si et seulement si les sous-espaces propres E; et E.; sont supplémentaires
(alors s est la symétrie par rapport & E; parallélementa E.;).

- Preuve: En posant p %.(s +id),ona: s symétrie= p projecteur= p2=p < (%.(s +id))?= %.(s +idk) - s2=id

e Corollaire : Les automorphismes involutifsde GL(E) sont les symétries.

13) Matrice d'une application linéaire

Soit fDS[f(E, F), E et F étant de dimensions finies : dim(E) = p et dim(F) = n, ainsi
que B = (ey, €, ..., &) une basede E et C = (iy, iy, ..., in) une base de F ; soit enfin
la matrice M Du’%n,p(u() ayant n lignes et p colonnes a coefficients dans K, sa j-ieme

colonne étant la donnée de f(e;) dans la base C. Alors (en notant ug le vecteur colonne des
composantes de u dans la base B) :

OuOE, |f(u)c = M.ug|

Cela signifie que le vecteur colonne des composatee f(u) dans la base C est égal au proddé deatrice
M par le vecteur colonne des composantes de ns abase B; on dit que M est la matrice de f

relativement aux bases B et (@n rappelle que le produit de deux matrices n'essiple que si la premiére matrice a autant de
colonnes que la seconde a de lignes. On multijies &erme a terme, en additionnant au fur et aumgshaque ligne i de la premiére
matrice par une colonne j de la seconde matceayui aboutit au terme situé a la i-eme ligne-iétrje colonne de la matrice produit.
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Ainsi : Ay (K) Ao SK) = Al SK)-

qXptaXet...tap Q1 &2 ... Ap) X1
X1 + Xp + ...+ X
- Preuve: f(xue + %6+ ... + %.6) = X1 + &,2X2 apXp | _| St 2 - Bp 1%

Xyt aXot ...+ ApK &1 &2 - S, Xp

A1 X .. a.lyp

On écrira plus simplement : (g, ., = %1 %2 - %p|
; . .

i<n
Isp

INIA
ININ

&1 &2 e 8,
- Exemples Les matrices des applications linéaires ﬂE) sont des matrices carrées ; en particulier la

matrice de l'identité est appelée la matrice idgmtiet notée, lou |, lorsqu'il est nécessaire de préciser qu'elle
possede n lignes et n colonnes. La matricest c@nposée de 1 dans sa diagonale principdie €t sinon :

10...0
01..0

00..1

-Remarque ., (K) est unK-espace vectoriel, isomorphe H(E, F) Quand: dimE)=p et dim(F) In(Si
E = F : isomorphisme d'algébye

- Conséquences : M(f.g) = M(f).M(g).

Si dim(E) = dim(F) : f bijective = M inversible. Alors : M(f'l) = (M(f))'l.

Et aussi,{ (f, ) 0D HE, Ff et O (a,p) O0K?) : M(af + Bg) = a.M(f) + B.M(g).

- Preuve: On assimile un vecteur a ses composantes danséacaaonique, alors M().u = bg(u) = f(g(u)) = M(f).g(u) = M(f).M(g).u
Cette égalité étant vraie pour tous les vecteymsnwbtient finalement I'égalité matricielle soitiée.

Formules de changement de base : Soit P la matrice de passage (deB aB') dont les
colonnes sont les composantes dans la base B de E des vecteurs de la base B'. Alors :

Ug = P_l.UB.

- Preuve: Soit B= (g, &, ..., 8) et U=X.i;+ Xz + ... + %y dans B' =i iy, ..., i), avec i = a,1.e + &2.& + ... + 4.6, pour tout k
Ainsi, si I'on veut exprimer u dans B il faetmplacer chaque, ipar ses composantes danseBon obtient a la fin le produit de matrices :

Q1 12 ... Q) [ X1

X N .
Up =| 2t B2 & | X2 1o by dou le résultat.
31 &2 ... B, Xn
A noter que P est inversible car elle est aassiatrice d'un endomorphisme transformant une émsme autre base.

Par suite, si v =f(U) alors:c¥ M.tg et &= M'.Ug, d'oli : Q.¢ = M.P.ly, Clest-a-dire : = Q .M.P.us. Cette derniére égalité étant
vérifiée pour tous les vecteurs u etelle est vraie pour les matrices et ainsi : NZD'lz.M.P.

Si f est une application linéaire de E dans F ou Q estla matrice de passage de la
base C'de F donnée dans C, alors :

M(fec = Q 'M(f)acP.

Deux matrices qui représentent la méme application linéaire sont dites équivalentes.

Si f est un endomorphisme de E: M(f)g = P'lM(f)BP.

Deux matrices qui représentent le méme endomorphisme dans des bases différentes sont
semblables : M et M' semblables -~ OP inversible telle que [M' = P'MP|
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- ConséquencesPour tout entier naturel ,nM" = P'M"P. Et si M est inversible cette égalité resteevrai
pour tout entier relatif.

0.0\ /20..0

, o 0a. 0 2.0 _ . .
- Exemple d'une matrice diagonalél p O N, & =02 |, etsi az 0 pour tout,c'est vrai pour il Z.

00 .. 00 ..

® Plus généralement : le rang d'une matrice esirlg de la famille de ses vecteurs colonnes, assi & rang
de ses vecteurs lignes, ou encore le rang deitagiph linéaire qu'elle représente dans n'impquelles bases.
On notera rg(M) le rang de la matrice. Donc : rg(M) < inf{nombre de lignesnombre de colonng&". Ceci
est une conséquence detlvg(: rg(M).

- Corollaire 1: Si P estinversible, pour toute matrice svlle produit P.M existe alors rg(P.M) = rg(\}
si on peut faire le produit M.P alors rg(M.P)gtM). Dans le cas généralg(AB) < inf{rg(A) , rg(B)}.

- Corollaire 2: Deux matrices équivalentes ou deux matrices kdbids ont méme rangimnédiat avec le
corollaire précédept Deux matrices M et M' sont équivalentesexibte deux matrices inversibles P et Q telles
que: M'= Ql.M.P (a puissance'1 est facultativp ; deux matrices M et M' sont semblablesexiste une matrice
inversible P telle que : M' ='m.P (mmédiat avec les formules de changement de)base

- Exemples La matrice d'une homothétie de rapport k dst.:

Dans I'espace vectoriel E de dimension finie, Issideux sous-espaces vectoriel supplémentairest F, de
bases respectives; @t G ; alors B=G0O C, est une base de. Boit p la projection sur;Fde direction F
et s la symétrie par rapport a e direction F Alors, si M(p) et M(s) sont les matrices resiives de p et
s dans Bona:

10...00...0 10...00...
01..00...0 01...00...
M(p) =| 00..10..0 |, et M(s) 5 00..10... (il y a exactement dim¢F « +1 » dans chacune)
00...00...0 00...0-1...
00...00...0 00...00..-

- Preuve: Pour dim(k) = p et dim(k) = g, et deux bases ;G (&, &, ..., §) et G = (i, iz, ..., i), alors
P(X181 + X8 + o+ %.6) F Xourls + Xpuziz ¥ o ¥ Kuglg) = Xe€L F X0 F L+ %6, €L
S(X.81 + X0 F oo + %8 F Xpsrit F Xps2iz F o F Hrglg) T X8+ X0 F oo+ %08 - Xpi1d1 - Xps2id2 - .. - Xpugdg, d'OU l€s matrices

- Remarques Plus généralement, si f posséde une basedeuvs propres, sa matrice sera diagonale dans
cette base, la diagonale étant composée des difédrealeurs propres. Le spectre de f est amisgdctre de la
matrice.

¢ rg(p) = tr(M(p)) (et ceci reste donc valable si la matrice est dodaée une autre base comme en atteste le paragr@he

- Complément

¢ Formule du produit de deux matrices ;x &,
1<k

-(bk,j)l1

< <
< j<

NN

n
m

Avec la forme ligngcolonne : Les L sont des matrices lignes de dimension les G sont des matrices
colonnes de dimension m:



L, L.C; LG ... LG
2l e . g=| B B B
L LG LG .. LG

-1
¢ Inversion de matrices : Si ad -0, (s g) =ad1- bc(_c:) -a)'

a by o DoCs - G -(&C3- Gag)  @bs - ag
M=|a& b | = Co(M)=|-(biCs-Cibs) @&C3-Cas -(aubs-bidg) |, et:

a b c bic;- b, (&G - cia) @b, - ba
: : detM) 0 0 Lo
M.Co(M)=CoM).M=| O dettM) O | Si det(M)z0, M~ = det(My Co(M).
0 0  det(M

- Remarques

En dimension 2: M2 = tr(M).M - det(M).; en dimension 3: M= tr(M).M + ‘Co(M) - tr(Co(M)).I.
En dimension 3: Soit G, C,, C; les colonnes de M = (CGC,, G,), alors Co(M) = (g0C;, G[IC,, C,[0C,),
donc: (G, Gy, )™ =m}(czmc3, GG, GGy,

En outre : det(M) 2C;x(C,00C;) = 'C,x(C500C;) = 'Cex(C10C,) = ='(C,0C3)*XCy = (C30C)*XC, = (C10C,)*Ca.

e Cas patrticulier: Si (G, G, C3) est une base orthonormale directe,=@,[1C;, C= C;[0Cy), C; = GC,,
d'otl I'on déduit : det(M) ¥£,xC; = 1 (est le carré de la norme @). Ainsi : (G, Cy, C3)™" ='(C1, Cy, C). (CF. ch. ).

On appelle matrice orthogonale une matrice de e ¢y. ch. ).

- Propriétés de la transposition et de l'inversiorLa transposée de M'M (échange des lignes et des colojnes
Alors, (0 (M, N) 0., {K)* et O (@ B) 0K : (aM + BN) =a.'M + BN ; ‘(MN) = ‘N'M. A noter que si M et N
sont inversibles alors : (MN)= N'‘M™.

C\ YL
t
L . L
En particulier, en notant; Lles lignes et Cles colonnes ¥C, G, ... G) = C2 et| ?|= (L. 'L, ... "Ly)
t
C L

14) Méthode du pivot de Gauss

® On appellgransformation élémentaire d'une matrice le fait d'opérer lI'une des six modifons suivantes :

(1.1) Echanger deux colonnes.

(1.2) Echanger deux lignes.

(2.1) Multiplier une colonne par un scalaire noh n

(2.2) Multiplier une ligne par un scalaire non.nul

(3.1) Additionner a une colonne une autre colgméalablement multipliée par un scalaire.
(3.2) Additionner a une ligne une autre ligne aéi@ment multipliée par un scalaire.

Chacune de ces transformations correspond & uruiprdd matrices : Soit ;T (ranspositio) la matrice
correspondant a la matrice identité dans laquelle échangé la i-éme et la j-iéme ligae dolonng ; soit K 4
(dilatation) la matrice correspondant a la matrice identtésdaquelle on a multiplié la i-éme ligrea olonng par

le scalaire non nutx ; soit enfin [k, (ransvectio une matrice correspondant a la matrice idedttgs laquelle
on a additionné a la ieme ligne le produit de ienjie par le scalair@ (ou a la j-¢me colonne le produit de la i-eéme par
a, qui vient : i-eme ligne, j-iéme colonheAlors :
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- En supposant que ce produit existe : M.&st une matrice correspondant a M dans lagqaelie échangé la
i-eme et la j-ieme colonne.

- En supposant que ce produit existe;;.M est une matrice correspondant a M dans l&goel a échangeé la
i-eme et la j-ieme ligne.

- En supposant que ce produit existe : M.kest une matrice correspondant a M dans lagaelke multiplié la
i-eme colonne pano .

- En supposant que ce produit existe;,.M est une matrice correspondanta M dans lgoala multiplié la
i-eme ligne para .

- En supposant que ce produit existe : M, Eest une matrice correspondant a M dans lagoelk additionné
a la j-eme colonne le produit de la i-iéme par

- En supposant que ce produit existi,;,a.M est une matrice correspondanta M dans léoela additionné
a la i-eme ligne le produit de la j-ieme par.

- Proposition: Les matrices des transformations élémentairesigoeersibles four les dilatations il faut quer soit
non nu). Il s'en suit que la transformation élémentaitend matrice laisse son rang invariaonf{me elles sont
carrées, il suffit de montrer que leurs colonned Enéairement indépendan)es

T_i%j =Tij, Kia = Kizg (@ #0), E—i},a =Ej-a-

- Remarques On peut donc appliquer les transformations ékéaies en cascade ; autrement dit, on peut
appliquer n'importe quelle permutation des colormesles lignes, on peut remplacer n'importe queglenne

ou ligne par une combinaison linéaire respectiveérdertoutes les colonnes ou toutes les lignesnditon que

le coefficient concernant la colonne ou la lignigale ne soit pas nul. Cela sans changer le rang datrice.

- Méthode du pivatSoit M une matrice carrée et | lidentitérdéme dimension : .rfOn construit avec ces
deux matrices une nouvelle matrice G telle qe sepremiéres colonnes soit celles de M etrsedernieres

colonnes soient celles de |: G = ((M)(l)) ;uifit ensuite, si c'est possible, d'appliquer ales transformations
élémentaires sur les lignes jusqu'a ce que sgzremieres colonnes soient celles deAlbrs, si on a réussi a
mener le procédé a terme, les n derniéres caodada nouvelle matrice sont celles de l'inverse M :

-1
((H(M)).
On peut aussi construire une matrice G' tellesse n premiéres lignes soient celles de Mestrs derniéres

lignes celles de | :(((l'v;) , et d'appliquer les transformations élémentaiteses colonnes jusqu'a obtenir, si

c'est possible, les lignes de | surles n peessilignes ; alors les n derniéres lignes saligésde l'inverse de

A0
M : ((M.l)
14

13
- Exemple Appliquer les deux procédés aux matri%y ?) et (2 5 8. (L'une est inversible, pas l'aujre
58 369

Xy |
\ Loy _f136 . i x+3y=6 |00

- Exemple de systemsoit M =(; 5 7). ce quon traduit par{x+4y:7,ou. 5
14 |

y |z

136 oolo

El,Z,-lXM:(ou) oulq 3 I 6
011

On applique la transformation : {k 3.L, - L3}, ce qui revient a multiplier M a gauche par,E.

Eio.3%XEp1,1%M = (l 9 3) ou

L
y
0
011 0
1
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® Dans le cas ou M n'est pas inversible, on peusger le processus jusqu'a obtenir une matriggajecteur
exprimée dans sa base et de rang le méme rangVvjuee qui veut dire qu'on a le début de l'identitégjs'a
rg(M) lignes, les lignes suivantes étant nullese Whatrice non inversible est donc équivalenteradtrice d'un
projecteur de méme rang. On appelle ce procédée suus forme canonique ; il en ressort que toatiida
inversible est un produit de transformations élémiezs et équivalente a l'identité, tandis queeanatrice non
inversible est équivalente a une matrice de prejgct

- Preuve: C'est immédiat avec le lemme 2 car, en notanka knatrice produit des différentes transformatiélésnentaires permettant de
passer de ((M)(I)) a ((N(N)en supposant que la matrice soit inversiblesalaK.((M)(1)) = (K-M)(K)) = (()(N)) = KM=1 et N=K
d'od N=K=M"

Si M n'est pas inversible, on considere M contenmatrice, donnée dans les bases canoniques, aplication linéaire f: E. F. Soit

alors & = Ker(f) et B un supplémentaire de Ker(f) dont on sait qgsil isomorphe a Im(f) ; on peut choisir pour semorphisme la

restriction de f a Fcar u se décompose de maniere unique daxs, Fu =y + W, avec f(u) = f(4 + f(u) = f(u)). On note@ cette

restriction ; @: F — Im(f) a donc pour matrice une matrice carréerisibde. La matrice M est équivalente a la matré de f donnée
AOO

dans la réunion des bases de € R, d'ou: M’ :(D oo j ol A estla matrice dg donnée dans la base. H s'en suit que A est

0oQgo
semblable a l'identité, d'ou le résultat.

C'est la méme démonstration pour les opérationkeswolonnes.

Résumé :
On applique des transformations eléementaires a jusqu'a arriver a m

(On appelle transformations élémentaires : Echanger deux lignes, multiplier une ligne par un scalaire non
nul, additionner a une ligne une autre ligne préalablement multipliée par un scalaire (ou une
combinaison linéaire des autres lignes)).

S'il est impossible de terminer le processus alors la matrice n'est pas inversible ; le
nombre de lignes non nulles de la matrice finale est ainsi égal au rang de la matrice
initiale.

- Remarque On peut aussi utiliser la méthode du pivot dessgour résoudre des systémes, ou pour trouver
le noyau et I'image d'une application linéaire.

¢ Si la dimension de la matrice n est paire, ilgsssible d'obtenir -I comme le carré d'une cosBe de
transformations élémentaires. Il suffit de I'étapbur n = 2 et de traiter ensuite les élémeatladliagonale de
| deux par deux :

'IZ = (E2,1,1-El,2,-1-E2,l,J)2 = (El,Z,l-EZ,l,-l-El,Z,l)z-

- Produit partlel Soit M = (ak) , N = (0)ickem © MN = (q:,) ,avec pour tout couple (i, j)
1<j<p

I/\ I/\

1<i
1<)

NN
INIA

n
m

I/\ I/\

convenable : i§:=gla,k.bK,j.Alors, les Iignes h a h' de M multipliée pes colonnes q a g de N donnent

(en remarquant qu'on est obligé de multiplier dgads

la sous-matrice de M.N @ i@ -(B))1ckem = (Gidn

1<k<m h<is<h
1<ks<m q<j<q q<j<q
complétes de M par des colonnes completes)le N
big ... big
T E Chg +++ Cng
ANl e eee e eee e Anm Poor Cvg --- Cng
Bmg .. bmg

- Produit par blocs Lorsque les produits de matrices M.N et Msdént possibles et que N et N' ontle
méme nombre de lignes, en notant (N)(N') la matformée de deux sous-matrices contigués dame Maut
N et l'autre N'alors: M.((N)(N") = ((M.N)(M.N")
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De méme dans l'autre sens : si les produit M.NMeN sont possibles et que M et M' ont lenmeénombre

de colonnes, en notar{%(m.))) la matrice formée de deux sous-matrices verticafdg contigués dont l'une vaut
M et l'autre vaut M'alors : (((,’\\/I/I.)))N = (((m.u))) (Corollaire du produit partig!

(V) n _ ((MN) (MN)Y . ((A) (C)\(A) (C) _((AA'+CB') (AC'+CD'
De méme '((M'))'((N)(N ) '((M'N) (M‘N‘))’ ((B) (D)X(B') (D‘)) ((BA'+ DB (BC' + DDY"

(Les matrice AB, C, D sont des matrices carrées de méme ordre.dfigpe on peut se passer d'écrire les parenth@mﬁé&.

¢ Dans chacun des cas, les dimensions des matnoamtvérifier certaines contraintes. Par exentpldernier

produit :
((A) (C))
(B) (D)

((A') (C')> _ ((AA' + CB') (AC'+ CD)
(B) (D) (BA' + DB') (BC' + DD’

15) Résolution de (f(u) = yapplication aux équations de sous-espaces velsteti aux systemes linéaires

Soit f0.YE, F).

- Résolution Si vO Im(f) il n'y a pas de solution. Si M Im(f), soit y une solution particuliére de cette
équation. Alors f(u - ) = G-, et alors u =g+ 4, ou  décrit Ker(f) L'ensemble des solutions peut étre
noté :  + Ker(f). On peut aussi dire que

La [solution générale avec second memjsst egalg a la somme de lssplution générale sans
second membigplus] une golution particuliere avec second memipre

- Equations cartésiennes des sous-espaces vestoriel

- Cas des hyperplang.image d'une forme linéaire non nulle est lepsodes scalaire, de dimension 1 ; il
s'en suit que le noyau d'une forme linéaire noteradt un hyperplan. Réciproquement, tout hyperptart étre
donné comme le noyau d'une forme linéaire.

Etant donnée une base canonique Bi=€g..., 8) €t U= X.&, + X.& + ... + %.6,, soit alors a= f(g) pour
tout i; limage de u est donnée par: f(u)xa+ &.X; + ... + &%, 0 K. Le noyau est alors I'ensemble des
vecteurs W E telsque: @+ ax + ... + @.x,=0.
On peut a partir de cette équation trouver une daskhyperplan car au moins l'un deg mRrlest pas nul. On
suppose que c'est, anais le principe serait le méme avec n'impore qutre coefficient :

(& - (ala) .6, & - (&/a).€n, - Er1- (3h1/an).€) estune base de.H
Réciproquement, tout hyperplan H possede un éompitaire D : une droite dirigée par n'importelqu
vecteur non nul n‘appartenant pas a H ; soit mvtelivecteur. Tous les vecteurs, en particuliensxade B
possédent une décomposition unique dans H etDs:0 B, O (e, €) 0 HxD tels que e= € + € . Soit
alors f définie, pour tout, par f(§) =0 et f(&) = f(a.w) = a.f(w) ; son noyau est Het on a bien :

UOH = a.xX;+aX+...+aXx,=0 (ndiisant par f(w) quin'est pas hul

uOH < 'au=0Q pour a=ae +a.e+..+ae.

- Généralisation Etant donné un espace vectoriel E de dimengiie:f n et F un sous-espace vectoriel
tel que dim(F) = pil existe une application Iinéairengf(E, IKn'p) telle que : F = Ker(f)

- Preuve: Il existe un supplémentaire' Fle dimension (n-p) de F etunisomorphismee F dans K™ Tout vecteur posséde une
décomposition unique dans F et; # suffit alors, pour v=u+u' ou MF et ulF, de poser: f(u)=0 et f(v) =f(u)gtu) O K™

¢ Onenconclutque tout sous-espace vectorielEi@eut étre donné par un systeme(de p) équations linéaires
dans la base canonique. Soit B 5 € ..., &) la base canonique et C 5,(W, ..., Y. une base de 'Falors :
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OegOB, O(e, &) 0FF telsque e= €+ €, 00 € =3a:.U + a2+ ... + @.p.Unp On choisit ensuite
l'application linéaire ,fnulle sur Ftelle que f(}) soit le j-iéme vecteur de la base canoniqudﬂg. Ainsi :

a1 a1 %1 a1 Xyt aXot ...+ @Xn
+ + ...+
fle) =| 32 |, et fOne + %@ + ... + %.6) =X 7 |+ x| X2 |+ .+ P2 || BATEX azn |

a,n-p al,n- az,n- an,n- al,n-ﬁ(l + @,n-ﬁ(z +...+ a,n-ﬁ(n

Xyt Xt ...+ A% =0
- X1t aXet..+taxn=0
Alors: f(u)=0 o UOF -  &2T&IT-Ta%
A npXst @nplot .o T @npn = 0

Ce systeme d'équations est appelé la représentati@sienne de F dans la baseEBon remarque que, dans
le cas général d'un sous-espace vectoriel F déNBEmbre d'équations indépendantes] = dim(E) - dim(J

Soit M la matrice de I'endomorphisme f dans la base canonique, U et V les matrices
colonnes des vecteurs u et v dans cette méme base. On peut alors résoudre f(u) = v
par la méthode du pivot de Gauss.

Si M est inversible, on applique des transformations élémentaires a |M|V| jusqu'a
arriver a |I|M "V|. Si c'est impossible on arrive a |u = up + Ker(f)] ou uy est une
solution particuliére de I'équation.

- RemarquesL'application f ainsi construite admet pour laggtions coordonnées des formes linéairgs f
f1

f= [ f2 J avec: F = Ker(f) = KerginKer(f)n...nKer(fo.p).

fop

Mais on peut aussi construire f comme un projegcatie Q(E) admettant F pour noyau et un supplémentaire

quelconque de F pour image.

-Application aux équations linéaires

a) Définition: E et F étant des espaces vectoriels de dioven$inies, munis des bases respectives B ,et C
ainsi que fO Q(E, F) de matrice M dans les bases respectivest BS un systéme d'équation linéaire est

donné par: f(u) =v ou v estune vecteur dahméF et ou u estl'inconnue a déterminerteGajuation se
rameéne donc effectivement a un systéme de ding(f)ations a dim(E) inconnueéss(composantes de) donné
par :

M.Ug = Vc.

b) Cas particulier: On appelleéquation homogénééquation f(u) = g; il est donc clair que son ensemble
de solution est Ker(f)

c) Equation avec second membg u est une solution particuliére, soit u' tel ques w + u'; alors :
fluptu)=v = flu) +flu)=v = flU)=0C = u=y+u avec ulKer(f) quelconque.

- Remarque Il ne peut y avoir de solution particuliére qiens le cas ou M Im(f) ; dans le cas contraire
I'équation n‘admet pas de solution.

d) Linéarité: Si a est un scalaire non nul et qug ast la solution générale de I'équation : f(u), alors
o.u; est la solution générale de I'équation : f(ul.w. Dans le cas particulierm = 0, on se réfere a une
proposition précédentedans le cas contraire on retrouve la solutiokex(f) prés car: Sia # 0, on obtient
ainsi ud Ker(f) = oa.ul Ker(f).
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-Somme Si u est la solution générale de I'équation : f(uy,=et que u est la solution générale de
I'équation : f(u) =y, alors 4+ W, est la solution générale de I'équation : f(w) = v..

- Preuve: Il est évident que 1+ W, est solution de cette équation ; comme ast de la forme 4+ uy o0 U, est une solution
particuliére de I'équation : f(u) 5,vet U un vecteur quelconque de Key@ que w est de la forme .4+ U, ol W est une solution
particuliére de I'équation : f(u) 3,vet 4 un vecteur quelconque de Keyr@ors 4+ W = (Lo + W) + (U + W). Il est ensuite clair que
(U0 + W) estune solution particuliére de I'équatiorfu) & vi + V,, et que (u+ W) décrit tout I'ensemble Ker(fi'ou la proposition.

- Conclusion Soit a et B des scalaires, ;vet v des vecteurs tels qua.v, + B.v, # O si u estla
solution générale de I'équation : f(u) 5 et que W est la solution générale de I'équation : f(u),=alors :
a.u; +B.u, est la solution générale de I'équation : f(0).w + B.v..

e) Proposition: Lorsqu'on multiplie un systéme linéaire d'équatipar une matrice inversible, on obtient un
systéme équivalenadmettant les mémes solutiyns

- Preuve: Si u est tel que M.u = Ver(assimilant les vecteurs et leurs composantes laabase canonigye€t P une matrice inversible, il est alors
évident que P.M.u =P.v; alinverse, si utestjue P.M.u=P.V alors, en multipliant pa[r1 :PM.u =, d'ou la proposition.

f) Méthode du pivot de Gausen peut donc appliquer au systéme des transfimnsaglémentaires, mais
uniguement sur les lignes. Autrement dit on ne goréaliser la mise sous forme canonique jusqudat due si
M est inversible. Dans le cas ou M n'est pasrsible, on peut obtenir une formenimaleéquivalente a la
matrice M :

l,b OB
M' = [D oo ], ou |, estla matrice identité d'ordre : rg(M} rang de la matrice est aussi le rang du sygtéme
0QOo

-Remarque Il n'y a pas toujours de lignes de zéros, pamgte s'il y a au départ plus d'inconnues que
d'équations.

Soit K la matrice inversible des successiongaestormations élémentaires permettant de passéf de M';
alors : K.((M)(v)) = ((K.M)(K.v)) permet de résdre le systeme.

En particulier, si M inversible alors : K :'Met s u=MyVv=Kuv.

g) Cas ou M n'est pas inversiblen peut dans ce cas, sous la forme finale, mpricertaines des
inconnues en fonction des autres qui servent alerparamétres. En utilisant le principe de résailutians
second membre, s'il existe une solution particelliés du systéme avec second membre, et U le soas@sp
vectoriel défini par le systéme d'équations : M.Q, ou plutét : K.M.u = Qalors I'ensemble des solutions du
systeme est : o+ U.

Il peut aussi apparaitre de fagon évidente quen'existe pas ; il n'y a dans ce cas pas de soluti

h) Systéme linéaire sur-détermir surdéterming: Se dit d'un systéme ayant plus d'équations que
d'inconnuesdn dit aussi que la matrice esctangulaire debo)t Pour la résolution analytique, il faut isoler mombre
d'équations égal au nombre d'inconnues, si podgidairement indépendantes, et d'injecter la smlubbtenue
dans les derniéres équations pour voir s'il y apadihilité.

X+2y+3z=2 X+2y+3z=2
i) Exemples Résoudre les systemé#x + 5y + 6z =5 et 14x + 5y + 62 =5
7X+8y+9z2=8 7X+8y+8z2=8
En écrivant le premier systéme sous la forme AX feBremier tableau de pivot est (A B) et lendkr :

El,2,-2D2,—3E3,2,»2E2,1,-4E3,1,-7(A B)
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16) Applications bilinéaires, formes bilinéaires

E,, E; et F étant des espaces vectoriels, ¢:E;xE, — F est bilinéaire si pour tout
vecteur u; de E; et tout vecteur u, de E,, les applications ¢ :E; - F et @:E, - F
définies par @ (u) = @®(u, uy) et @(u) = @(uy, u) sont linéaires. Les applicationsp, et ¢ sont
appelées applicatioqartiellesde £

Ca signifie que :0a 0K et O (uy, uy, Uy, W) O E2xE3, alors :

@0y, W) = Uy, O.Up) = AUy, Wp), QU + Uy, Up) = Uy, Up) + (U, Up), (U1, Wp + Up) = Uy, Wp) + Uy, Wp).

Lorsque E=E, on note plus simplement. E

- Remarque ¢ bilinéaire = (0, b) = @(uy, Og) = O-.

@ est symétrique si E=E; = E, et pour tout couple (u, v) de vecteurs de E :
(v, u) = @(u, v).

@ est antisymétrique si E=E; = E, et pour tout couple (u, v) de vecteurs de E:

o(v, u) = -@(u, v) (alors, pour tout vecteur u de Exu, u) = Q).
¢ est alternéesi E=E, = E, et pour tout vecteur u de E: ¢u, u) =0.

- Proposition: ¢ alternée = @ antisymétrique.

- Preuve: Si ¢ est antisymétrique, alorg(u, u) = (u, u) = Q Si @ est alternée, alorg(u+v, u+v) = 0 ; en développant :
@u+v, u+v) =@u, u) +@u, v) +@v, u) +@v, v) =@u, v) +@v, u) = Q

- Exemples : Le produit vectoriel est une application bilinéaire antisymétrique, le produit externe est une
application bilinéaire, pas la somme vectorielle.

-Remarque Lorsque @ est symétrique ou antisymétrique, la linéaritgaaiche q¢u a droit¢ implique la
bilinéarité.

Lorsque I'ensemble d'arrivée est K, ¢ est une forme bilinéaire. Une forme bilinéaire
antisymétrique est aussi appelée : forme bilinéaire alternée.

¢ forme bilinéaire = les applicationsp, et @ sont des formes linéaires.

Une forme bilinéaire symétrique est positive si pour tout vecteur u de E: ¢(u, u) =0
(ce qui implique que c'est un réel, K =R) ; elle est définie si (g(u, u) =0 = u = 0g).

Une forme bilinéaire est non dégénérée si les deux applications linéaires associées
(partielley sont injectives. Elle est dégénérée si :

(OuOE, OVvOE, ¢u,v)=0) ou (OwOE, OvOE, ¢v, w)=0).
¢ est non dégénérée si et seulement si :
[(ODulE, u,w)=0)= w=0] et [QuOE, gw,u)=0)= w=0Q]

En particulier, une forme bilinéaire symétrique définie est non dégénérée (car pour u=w on
obtient w = @) ; réciproguement, une forme bilinéaire symétrigasitive non dégénérée est définder si gw, w) =
0, [DAetu gAw+UuAw+u)20] = w=0).

Une forme bilinéaire symétrique définie positive est un produit scalaire.
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- Composition Pour les ensembles de départs et d'arrivéesnables, sip est bilinéaire, f et g linéaires
alors t@ est bilinéaire et ((u, W @f(u), g(v))) aussi.

Par contre, sip: D - E;xE, est linéaire, il n'en est pas de mémegelg. Par exemple, soit ER3, U:R - E?

t\ /-t t\ /-t 212
définie par Y(t) = (?J (0)), et @ le produit vectoriel ; alors @(t) = (;:)E(O) = (—;tz).
t t 12

17) Matrice d'une forme bilinéaire

Soit B;, B, les bases canoniques respectives de E;, E;,et ¢ une forme bilinéaire. Il
existe alors une matrice M telle que, en assimilant u;, u, et v = @(uy, u;) a leurs

composantes dans ces bases, on a : |v = ‘u;.M.u,|.

oe, &) e, &) ... @ern &)

Si E=E =FE et B= (e}, e, .., e): M=|X2)W=e) - ¢ea)

(matrice de Gram
@en, &) Pen, &) - e, &

Dans ce dernier cas, si ¢ est symétrique alors M est symétrique et si ¢ est

antisymétrique (alternée) alors M est antisymétrique.

- Preuve: comme, pour tout couple de vecteurs (u, an doit avoir g(u, v) = @v, u); alors, en assimilant les vecteurs a leurs
composantes dans la base canoniquep sist une forme bilinéaire symétrique on ‘a.M.v ='v.M.u :t(‘u.‘M.v) ; d'ot, comme un scalaire
est égal a sa transposéki:M.v ='u'M.v. Cette égalité étant vraie pour tous les coupdegetteurs, elle impliquéVI =M;etalors M est
une matrice symétrique. En procédant de méme praifarme bilinéaire antisymétriqueéu.M.v = 2v.M.u = “(u'M.v) = ‘u'M.v = “u'M.v ;
d'ou pour tout couple de vecteursi:(-M).v ='u'M.v, ce qui implique M =-M, etalors M est une matrice antisymétrique.

1
-Exemple (x x X3)-(§ 9@9 = Xay1 + Axayz + 2%Y1 + 5%y + 3%y + 6.

-Remarque M antisymétrique~ (0 X OR", XMX = ©) ((Eu ... E) étant la base d&", on pose X = E E).

(Ou bien il suffit de remarquer que c'est dii audait la forme bilinéaire associée est alteynée

- Proposition: (en dimension finiy @ est une forme bilinéaire si et seulement s'texine matrice carrée M et
une base B telles que pour tout couple de vestéurv), f(u, v) ='ugMvg. En outre, si M est antisymétrique
alors f aussi, etsi M est symétrique, aloraussi.

- Corollaire : (en dimension finip @ est une forme bilinéaire si et seulement s'isixiune base B et des
coefficients (g) tels que pour tout couple de vecteursvijy U:(Xq, Xz, ... Xa)g: Vi(Y1, Y21 - Yn)s, €L

n n
®u, V) =2, 2, 8,XY;.
Sipourtout jj: g; =a; alors @ estsymétrique, et si pour toutj i g; =-a; alors ¢ est antisymétrique.

n
Si @ est symétrique, alorsgu, u) :izZl ax?+ 2.l<i§j<na,jxixj.

Formule de changement de base : Si P est la matrice de passage de la base B'

; t
donnée dans la base B, alors: |M'= PMP| (ot M et M' sont les matrices respectives de @

dans B etdans B').
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- Remarque : 1l existe des matrices appelées matrices orthogonales telles que P = pt:
exclusivement dans ce cas la formule de changement de base de I'endomorphisme de
matrice M et la formule de changement de base de la forme bilinéaire de matrice M
coincident. (Cf. §13).

- Proposition: Toute forme bilinéaire alternée du plan est égalgroduit du déterminant par une constante
non nulle. De méme, solt I'espace ordinaire muni de sa base canon{gues, &;), toute application bilinéaire
antisymétrique d&? sur E est complétement déterminée pane., &), ¢(e;, &) et@(e;, &). Cette détermination
est unique si, en plugg(e;, &), (e, &), ¢(es, &)) est une famille libre. Il s'en suit que le produgttoriel est la
seule application bilinéaire antisymétrique d& dir E telle que g(e;, &) = &, @&, &) =& et ¢e;, &) = &.

Y1

Y2
Soit @ une application bilinéaire antisymétrique depa= ordinaire ; en appliquant ses propriétés ivea :

QX161 + X8 + Xa.83, Y1.€1 + V2.6 + Y3.63) = (XaY2 - XoY1).Q€1, &) - (XaY3 - XaY1).Q(Es, €) +(X2Y3 - Xay2).Q(€, &), d'0U la proposition.

- Preuve: C'estimmédiat pour le déterminant cap(u, v) = (% xz)(_(?,jl g . ) =a(x Yz - Xy1) = a.det(u, v)

- Proposition: Soit @ une forme bilinéaire symétrique du plan de matrdd dans une base B donnée. Alors
@ est positive si et seulement si det@), et @ est définie positive si et seulement si det(M) >

- Preuve: qu, u)=(x Xg)(s 2)(2) = ax + 2bxx, + ¢X ; or, le discriminant réduit vaut -det(M), la fast donc immédiate.

18) Propriétés de la trace d'une matrice

Si M est une matrice carrée, sa trace : Tr(M) désigne la somme des coefficients de la
diagonale principale de M. Alors:

Transposition Tr(*A) = Tr(A).

Linéarité: Tr(A + B) = Tr(A) + Tr(B) ; Tr(a.A) = a.Tr(A) (ou a estun scalaire).
Produit: Tr(AB) = Tr(BA). ConséquenceA et B semblables = Tr(A) = Tr(B).
(A, B) » Tr(*A.B) est une forme bilinéaire symétrique définie positive (produit scalair}.
La trace d'un projecteur est égale a son rang.

. . Tr(M
Si A est une matrice de trace non nulle, aldrél Vect(A) = M= Trr(A) A.

Si M est une matrice a coefficients complex@s(M) = Tr(M) (M est la matrice des conjug)és

- Preuves Linéarité Si A=(g) et B=(h), alorsa.A = (ag) et A+B=(a+b;), ce quirend la linéarité évidente.

Produit: AB =(g) et BA=(q), avec ¢= (Faxbg) et d=Ebiag). Il s'en suit que tr(AB) Z ¥ akby, et tr(BA) =23 biaq, expressions
qui sont évidemment égales. Par conséquent, Stee® inversible telle que B =RP alors : tr(BA)P) = tr(P(F'A)) = tr(A).
Paramétrage de droite M O Vect(A) = Ok OK tel que M =k.Adonc: tr(M) = k.tr(A) d'ou : k = tr(M)/tr(A)

Conjugué: La propriété vient du fait que les conjuguésnd''somme et d'un produit sont respectivement lansorat le produit des
conjugués.

- Exemple Montrer que AB-BA =kl k=0 (B -BA = crochet de Lie de A et)B

(Réponse Tr(AB - BA) = 0 = Tr(kl) = k).

e Propriété de la transposée€a=A, (A +B)='A+ B, (a.A) =a.'A, (AB) = 'B'A.
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19) Matrice d'un projecteur d&R?* (hors programmp: Soit (4, W, W) une base dont les vecteurs sont donnés
respectivement dans la base canonique par leswsatelonnes U U,, Us. La matrice M dans la base
canonique de la projection; sur Vect(y) parallelementa Vect{uus) est:

M. = U,x'(U,0U,)
L7 Up(U,0U,)”

(en notant que le produit vectoriel peut étre défams connaissance du produit sca)aire

avec en outre {(U,00Ug)xU; = det(U;, U, Us).

. . . . U,x'(UgUy)
Alors la matrice dep, la projection surVect(w) parallélement aVect(u, us) est: M, = tU2 x(U DUl)' et celle
2 3 1
. . Uzx'(U;0U,)
de ps; la projection surVect(w) parallélement &/ect(u, W) est: M =% X(U1DU2) ;avec: M+ My + M3 =1.
3 1 2

(M2 + M; est donc, par exemple, la matrice de la projactir Vect(y, u;) parallélement & Vect)). On retrouve aussi la formule
d'inversion des matricesx3 (avec 'Usx(U,0Us) = 'U,x(UsUy) = ‘Usx(Us0U,) = det(U, U, Us)) :

UsX(UoTUg) + UpX'(UsTUg) + Usx'(UsTUp) = (Uy U, UgX'(UoTUs Uy UiTUy) = det(U, Uy, Us).I.

On peut généraliser ces formules a la dimensipenmotant Co(Y la matrice colonne des cofacteurs de U

U;x'Co(Uy)

= UxCo(ly) AVeC: 'UxCo(Uy) = det(U, Us, ..., Uy).

(dans la matrice (U U, ... U)), la matrice de pest: M
Etc.X

20) Matrices involutives réelles d'ordre tretisrs programmg

Ce sont des matrices de symétries, pas forcémérdgomales. Donc, a part | et, #l y a les symétries de
direction une droite ou un plan qui se déduisengl'de l'autre. Si :(g, &, &), V:(by, by, ), w:(cy, &, G3), tels
que (u v, w) soit une base s la symétrie de direction u par rapport actfv, w) et o la symétrie de
direction Vect(y w) par rapport a Vect(uplors, pour tout vecteur x: x = s(x)ofx). Donc, si M est la
matrice de Sla matrice deg est |- M Etsi P est la matrice de la base i), alors :

-100

M= F{O 1 O]P-l. On obtient ainsi: M =1 - 2{{VOW), ot U, v, W sont les matrices colonnes des vecteyrs, w.
001

Et: |- M =2U(VOW).

00
Toutes les solutions sont de la forme(ﬁPl OjP'l, ou =,
001

- Proposition Toutes les matrices involutives réelles d'oireont dans cette liste :

100 l-ab 0 (2-ab)b 1 0 0 a 1/d b
+#010], abc 1 (ab-2)bc|, ad abc-l -ab [, (1-a)(a+bcd+1)d -a-bcd -(a+bcd+1)bd,
001 a 0 ab1 acd (abc-2)c 1-ab (a-1)cd c bcd+1

100 10 b
+010]| 4-2a1 abl,
ab - 001

- Preuve: A part +, on se limite aux matrices de tracerutfe cas est résolu en multipliant tous lesltasupar -).

= b1 C1
En notant P {az b, Cz), alors : det(P) A = ay(baCs - bsCy) + a(bscy - bics) + a(biC; - bcy). On pose ensuite a = 1 +@Rc; - b,es)/A,
a bs c3

b = 2a(bc; - biGy)/A, ¢ = 23(bics - bscy)/A, et e = 2gbycs - bacy)/A.
a 1/d b 100
1.Si ez 0, en posant d = 1/e((1-a)(a+bcd+1)d -a-bed —(a+bcd+1)b9 = p(o 1 o)p'l_
(a-1)cd c bcd+1 001

2.Si e=0 alors & 0, 0u hes-bsc, =0, et d n'existe pas.
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2.1Sia=0:Alors a=1b=0Q
100 1 0 O
2.1.1Si 3=0:Alors F{O 1 O)P'1 = (2 0 10 ) qui du type de l'avant-derniére de la liste.
001 a(bscy - bcg)/A € -1
2.1.2Si 3#0:0npose u=h, v=2(hec, - bc)/A, w=2(he, - b,eg)/A; alors :
100 1 0 0
P(O 1 O)P'1 = (Wag -1-uva V& ) qui est du type de la troisieme matrice de ke lis
001 uwag  (-2-uva)u l+uva
2.2 Si a#0:Alors hes- b, =0, c=0Q

100 -1 0 b
2.2.1Si a=0: F{O 1 O)P'1 =| -2a/a 1 bala |, qui du type de la derniére de la liste.
001 0 0 1

a a 0 -(a+l)alas
2.2.2Si a#0: F(O 1 O)P'1 = ((a-l)a/al 1 -(a+l)61/ae) ;ennotant a' = (a- Lja, b'=-ala, c' =-ala, on obtient la deuxiéme
0 (a-1)a/ay O -a

matrice de la liste.

f. L'addition doit étre commutative, associative,ggmer un élément neutre noté 0, et tout élémelerimble doit posséder un opposé.

” Un axiome est un énoncé dont on décide arbitranému'il est vrai.

" |.a démonstration de ce théoréme en dimensioniénéitilise I'axiome du choix qui, comme son nomdigue, est supposé vrai sans qu'il
soit possible de le démontreseftains mathématiciens n'acceptent pas cet ajyiodiee conséquence, entre autres, de ce théorémocercant le
fait que R est un Q-espace vectoriel, implique qu'il existe une famifle réels tel que tout réel s'exprime de manigigue comme
combinaison linéaire finiea(coefficients rationne)sd'éléments de cette famille. Il est impossibleddaner explicitement une telle famill@r(
peut aussi se demander a quoi ressemblerait umedeaensemble des séries entieres ? On affirmecguexiste, mais il est impossible d'en donner une
explicitemen}.

"V En dimension infinie on utilise un équivalent tiome du choix qui s'appelle : le lemme de Zetmgui permet d'affirmer I'existence de
la partie maximale &de G ; le reste de la démonstration est ideatiqu

Y Soit (R)on une famille de polyndmes non nuls de degrés dedrux distincts ; on l'ordonne par degrés crotssgmour tout entier

naturel n: d°(p < d°(R+1). On démontre ensuite par récurrence qug)og?(sn est libre :

Initialisation : B# © donc (B) est libre.

On suppose la propriété vraie jusqu'au rang n

Aurang n+1:Comme ‘()%sksn est libre, si on suppose quek)gpsker , est liée, alors R, 0 Ve(:t((R<)OS ke n) d'apres le
corollaire du théoréme d'échange. Or, il est imjids d'obtenir ainsi le terme de plus haut degréy;.

Il en résulte que la famille (Fz) est effectivement libre pour tout entier naturel Par suite, comme toute famille finie extraite de

<ksn
(Pn)nDN est libre, on en déduit que ”IrE)DN est libre.

Soit A une famille de polyndmes telle qued f O N, OPO A tel que d°(P) =n], et ('anm la sous-famille de A vérifiant d*(P=n.

D'apres la démonstration précédente c'est uneléalibite. En outre, pour n fixé, ;{B est génératrice d&K,[X], c'en est donc une

<ksn
base. Par suite : ,(]?]DN = (Pk)o< ken Estune base dK[X] = Elm K[X]. Les deux derniéres propositions sont donc dérestr
sK= n

V' Soit U,V etW trois sous-espaces vectoriels deetExd (UnV) + (UnW) ; il existe alors y1UnV etzOUnW telsque x=y+z;
mais comme yl U et z0O U, alors xOO U ; enoutre Y1V et zOW, donc xOV +W ce dont on déduit X Un(V + W) et ainsi:
(UnV) + (UnW) O UN(V + W).

Réciproguement, soit X Un(V + W), donc il existe y1V et zOW tels que x =y +.zSoit V' un supplémentaire denV dans V,

et W' un supplémentaire denW dans W ; alors y =y y, avec yO UnV et y O V', tandis que z =z 2 avec z[O UnW et
ZOW.AInsi: x-y-z0U et x-y-z=y+20V +W; mais comme il n'y a aucun vecteur non nul dedahs V' + W alors
y2+2=0,dou: x=y+2z0(UnV)+ (UnW). L'inclusion réciproque étant établie, on a bieunV) + (UnW) = Un(V + W). (L'autre
cOté est obtenu par commutativité de I'intersegtion

Y Une application f d'un ensemble E dans unrmehfe F est une bijection si et seulement si &dément de F admet un unique
antécédent dans. E

" Une application f de E dans F est une iijacsi et seulement si tout élément de F admatlasi un antécédent dans E . Une
application f de E dans F est une surjecsiogt seulement si tout élément de F admet ansnai antécédent dans E . On démontre
gu'une application est injective en supposant que @&léments ont la méme image et en prouvangélgaiité : f(x) = f(x') = x =x. On
démontre qu'une application est surjective en enqumt I'antécédent d'un élément quelconque de feonetion de lui-méme.

X Soit : F - G, g:E - F, et B une base de g(E);ona: Card(B) =)d%g f estinjective alors f(B) est une famiilere de G ayant
le méme nombre de vecteurs queeBc'est une base de lagf. Ainsi: rg(g) = Card(B) = Card(f(B)) = rg).

Si f n'est pas injective, alors : rg(g) = Card#BCard(f(B)) = rg(6g). En outre : rg(f) = dim(f(F) dim(f(g(E))), d'ou :

rg(feg) < inf{rg(f) , rg(g)}-

Dans l'autre sens: Sog: F - G, f: E - F;si f surjective alors f(E) = F d'ou g(fiE g(F) et ainsi: rg(¢f) =rg(g). Si f n'est pas
surjective on reproduit la démonstration précédpote arriver a : rgd) < inf{rg(f), rg(g)}.

Pour une bijection, on applique la régle de l'iti@td'un co6té et celle de la surjection de l'autre

X (F, *) estun sous-groupe de (E, *) siet saaet si: F est non vide, stable parettous les symétriqueis\erses pour un produit, opposés
pour une additiohdes éléments de F sont aussi des éléments de F

X s dim(E) = Q la question ne se pose pas. Si dim(E) aldrs E estisomorphel&, ¢e qui revient a chercher tous les endomorphismes
de K. Mais : OxOK, f(x)=f(x.1) = x.f(1) qui est bien une homothétie.
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Si dim(E)= 2: Soit u et v deux vecteurs colinéaires note k, k, et k., tels que f(u) = ku, f(v) = k.v et f(u +v) = kuw.(u + v).

Alors, comme f(u +v) = f(u) + f(v) : (kK - ki).u + (ks - k).v = O ; et comme ils sont linéairement indépendants.; -k, = k. - k, = 0,

d'ou: k. =k,=k.Comme u et v sont quelconques, si on apploguprocédé ao.u aveca # 0, alors : k, = k,. Finalement, le
coefficient est constant sur chaque directiongetn@me sur toutes les autres directions ; cecivprque f est une homothétie.

X Soit les sous-espaces vectoriels supplémentdifeéy = E et UJV' = E, ainsi que p la projection sur U de directivth et g la
projection sur U' de direction MOn a alors: (WU') + (UnV') + (VnU') + (VnV) = UnU' + V) + (Vn(U'+V)=U+V=E En

outre, ces sommes sont directes de fagon évidente.

Soit xO E ;ilexiste xOUNnU', xOUNV', xsO0VnU'et xOVnV' telsque X=x+X + X+ X ;0nadonc:

Poq(X) = pa(xy) + pa(Xe) + Pa(Xs) + pa(xs) = p(ae)) + p(ale)) + p(ate)) + pP(a(x)) = p(4) + p(Q) + ple) + p(Q) car x et x sont

dans U'tandis que x et % sontdans V'Par suite, comme px=x, car x 0 U, et p(x) =0 car x0OV: pq(x) =x OUnU".

Soit F=lhU' et G=(LhV) +(VnU) + (VnV)=(UnV)+V=(VnU)+V';alors FIG=E Im(pqg)dF et GO Ker(pq).

Soit xO F, alors x=x et %=X =% =0, donc pg(x) =x =X, d'ou xO Im(poq). Comme il y a la double inclusion, alors : F <peq).

Soit xO Ker(pQq), alors pq(x) = x =0, donc xd G. Comme il y a la double inclusion, alors : G =r{feq).

Il s'en suit que 4o est bien un projecteur.

¥ Une involution est une bijection égale a sa récpe.

Soit u'=f(u) ; alorsu'= M.u, et commeu = f(u’), alorsf* admet une matric&l telle queu = N.u". Par suite 'of(u) = u et fof (') =

u';dou: M.N=N.M=]enremarquant que E et F ont méme dimensiorf cest un isomorphisme, et il s'agit donc eme unique

matrice identité. Ces dernieres égalités signifipre M est inversible d'inverse. N

Pour la seconde partie de la proposition, il saféitfaire la preuve dans des bases judicieuserherdies, et d'appliquer ensuite les formules

de changement de base. Soit f ayant pour matdceadans les bases canoniques ;on pose= Ker(f), et soit k un supplémentaire de

Ker(f) dont on a vu qu'il était isomorphe a Im@n considere alors la nouvelle base[10C, réunion des bases respectives deef F.
AOO

Dans cette nouvelle base, la matrice de f ed$aderme : (III 0 D), ol A est une matrice carrée inversible aydim(F,) lignes et
ooo

colonnes. Pour cette matrice, le théoréme est Buidlene reste plus qu'a montrer que le fait ddtiplier par une matrice inversible ne

maodifie pas le rang, ce qui est une conséqueneetdid'une proposition précédente.

* A noter que ce vecteur formé des cofacteurs dl@pfmijours le produit vectoriel de {UUs, ..., Uy). Dans un espace euclidien de

dimension nle produit vectoriel des n - 1 vecteurs, W, ..., Vo1 €st I'unique vecteur w tel que pour tout vecteu on ait I'égalité :
det(v, Vz, ..., Vo, X) = (W[X).
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