D) Espaces prehilbertiens reels.

E est un R-espace vectoriel muni de sa base canonique B (qui est inutilisable avec des espaces trop
grands, comme celui des fonctigns

1) Définition et propriétés d'un produit scalaire

Un produit scalaire sur E est une forme bilinéaire ¢ symétrique définie positive.

Do OR et O(uy, Ui, Uy, W) OE : (bilinearitd

@orug, W) = @(Uy, O.Up) = 0L.@(Uy, W), @us + U, p) = @Uy, W) + Uy, L), @(Uy, Uy + L) = (U, Lp) + Q(Uy, W)
O(u, V) OB : @u, v) =@V, u) Gymétrig.

OuOE: @u,u)=0 (positive) ; et: @u,u) =0 = u=Q (définie).

-Remarque DuOE: @u, G) =0 (ar ¢u, u - u) =g(u, u) -g(u, u), ou bien @u, 0.v) = 0Gu, V)).

L'espace vectoriel E muni d'un produit scalaire est un espace préhilbertien* réel. S'il est
de dimension finie, c'est un espace euclidien®. Notation simplifiée: (u|v) = « u scalaire v ».

Il existe plusieurs fagons de noter le produitaical u.v (Capes 199), <u, v> (oseph Grifone, Algébre linéa)re
(ulv) @maudiés, Fraysse, Algébre bilinéaire et géomgtrigU, V) Capes 1979, <ulv>

En dimension finie, un tel produit scalaire est défini dans la base canonique par une
matrice symétrique de diagonale strictement positive :

e, @) Qe &) ... ge, &) (elle) (elle) ... (eile)

e &) ¢ @) - e &) (€]&) (ecle) - (elf&n) |

M= . Avec la notation simplifiée : M

@€, &) Qe &) - Pen, & (enle) (enle) ... (enlen)
Cette derniére matrice est appelée matte&ram de la famille (g e, .., &) etnotée G(e, ... &).

Le produit scalaire de deux vecteurs s'exprime alors dans cette base par un produit

matriciel : (u|v) = 'ugMvs.

- Proposition: Si M est une matrice symétrique définie pusitialors il existe une matrice inversible T telle
que M ="TT. Alors : 'usMvg = t('I'UB)(TVB). (La démonstration est équivalente & montrer 'enisigle B', ce qui est fait au)§6

- Corollaire: Si B' est la base admettant pour matrice dsgge T dans Balors: (ulv) 2ugxvg. Une
telle base est dite orthonormale ; en la notant @, &, ..., €), elle vérifie :

0iO[Ln], gl€)=1 0G,j)O[L nl* i#j, (6l€)=0.

- Carré scalaire: uz = (uju) On peut appliquer les régles des égalités rerabigs :(u + VF, (U - v}, u?-v2

! David Hilbert : 1862-1943
2 Euclide : 315-255 avant J.-C. (sans certitude).
3 Jorgen Pedersen Gram : 1850-1916
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Un vecteur dont le carré scalaire est égal a 1 est appelé unitaire: u2 = (ufu) = 1.
Deux vecteurs dont le produit scalaire est nul sont dits orthogonaux : ulv = (u|v) = 0.
Une base dont tous les vecteurs sont orthogonaux deux a deux est une base orthogonale.

Une base orthogonale dont tous les vecteurs sont unitaires est une base orthonormale.
Dans une telle base la matrice du produit scalaire est la matrice identité :

- Théoreme d'existence Il existe toujours une base orthonormale dangspace préhilbertien réelen(
dimension finie : d'aprées le corollaire précédent
Alors si u:(X1, X2, ..., Xn)g €t Vi(Y1, Y2, «o«; ¥Yn)B, (U]V) = X1y1 + Xo¥2 + ... + XpYa.

Si la base canonique B est orthonormale, onuftlg produit scalaire est canonique. On peut aloter le
produit scalaire entre les vecteurs colonnes foreéscomposantes par un point :

X1\ (Y1
X Y
V) =| 7 =y Xae e O
Xn yn
-Exemple Si M est une matrice carrée de colonnes (G .. G), et qu'on note les colonnes de sa

comatrice : Co(M) = (K K, ... Ky, alors :0 (i, j) O[1, n]®, i#j, (G|K) = det(M) et (@K) =0

¢ Une matrice P dont les colonnes forment une betkenormale est une matrice orthogonale. Uneiceatist
orthogonale si et seulement si elle vérifie”* =PP.

iG] Iclz 0 .. 0
. 2. 0
Si les colonnes Cde P forment une base orthogonale, alord = CZ/UCZ|F = O ”C;Z” .o x'P,
‘CIGIE 0 0 -G
2) Définition et propriétés de la norme associée
L'application || || définie de E dans R par |u|| = \/(u|u) est la norme euclidienne, et
elle possede les propriétés suivantes : (Da OR et O(u, v)OE?)
[Ju]|= O.
[lu]=0e u=_Q.
lfor.ul| = ¢x].[Jul]

||U + V”S ||U|| + ||V|KInégaIité triangulaire, encore appelée : inégalitdvinkowskf).

- Preuves Seule linégalité triangulaire pose probléme, lmadkstration utilise I'inégalité de Cauchy—Scthr/’arz

- Remarque: Une normeen générabur E est une application de E ddRsqui vérifie ces propriétés.

- Autres exemples de norme3our u(Xy, Xz, ... Xn)s,
llull = X + el + ... + |x|, ou bien : [|ul| = sup{lx[x], ..., [%[}-

4 Hermann Minkowski : 1864-1909
5 Augustin Louis Cauchy : 1789-185@ermann Amandus Schwarz : 1843-1921
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- Autres inégalités triangulairesa (u, v) O E, | [Ju]l - [IVII4 [lu£ v]I< |[ul] + []v]]

- Preuves On applique l'inégalité triangulaire & (-u) + wea w=u+Vv: ||Vl |u]| + |lu + vleta (-v) +w: [|uff [[v]] + |Ju + vi]|

3) Inégalité de Cauchy-Schwarz

0 (u, v) DB, [[(UIV)] < LIV

- Preuve: Ox0OR, (x.u+vf=0, donc le discriminant de ce ce trindme du secaytéde variable x est négatif ou.nul

- Corollaire : [ju+ vk [Jull + [Ivll= [lu+ Vil [lull + V] et [ju-gllull + [Ivil= [uIV)IS [lull.[vi]
(Preuve en élevant au cgré

- Précisions Si u et v ne sont pas colinéaires alo(si|v)] < ||u]|.||V||cdr x.u +v ne peut pas &tre hul
Si u et v sont colinéaires et de méme sensv) € ||u||.||v|et de sens contraires : (ulv) = -||ul].||V||
Plus généralement, on peut définir I'angle géonédrioon orientd de deux vecteurs non nuls par :

~ ulv
(u,v) = Arcco ull ||V?| (on obtient bien 0 si u et v sont colinéaiEede méme sens, et s'ils sont de sens contrajfes

De méme [ju + V|| = ||u|| + |lV]F u et v colinéairesil gufiit d'élever cette égalité au carré pour daipparaitre
linégalité de Cauchy-Schwarz du cas colindaire

- Exemple d'applicationSoit >Zu, et v, deux séries telles quE U2 et >v2 convergent. Montrer que
2 u.v, est absolument convergente.

Solution: On peut appliquer l'inégalité de Cauchy-Schwdens R™* (pour tout n avec la norme

[Uo Vo . - -
- 4U1| val | . 2 2 2 2
euclidienne, aux vecteurs . | et| ' | 2 Juvid s \[ Z BN\ Z vE<\[ Z ud\[| 2 V2.
. . k=0 k=0 k=0 n=0 n=0
Uy [V

La série étant a termes positifs et majorée estansnt convergente.

4) Théoréme de Pythagére

2 2 2
ulv = (ufv) =0 < [ju+ V| = [ull” + |V

- Preuve: Par définition [|u + VE (u + v} = u2 + 2(ulv) + v2 = uz + v2 = | i |[v|}.

-Remarque Si (x, X2, ..., X,) est une famille orthogonale, alors; fxx, + ... + %|P = [|F + |[%If + ... +
[I%|P, mais la réciproque est fausse pour 31 Par exemple, pour; % (1,2), % = (0, 2) et %= (0,-1).

- Dans une base orthonormalSoit B = (g, &, ..., &) une telle baseef dimension fini ainsi qu'un

Vecteurs u = xe, + %.& + ... + %.6,, la norme euclidienne est alors : ||LrN/x% + X3+ ... + ¥. En dimension
infinie, il suffit de considérer la partie finie mmale de la base dans laquelle est exprimé qui et une
combinaison linéaire finie d'éléments d§. B

- Réciproguementsi E est muni d'une base canonique et d'unufirsdalaire ayant la forme précédente,
alors la base canonique est orthonormale et leufirsdalaire est ditproduit scalaire canonique

¢ pythagore : Visiécle avant J.-C.
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-ComposantesSi B = (g, &, ..., 8 est une base orthonormale, alors tout vecteus'edprime dans cette
base par: u=(p).q + (&|u).e + ... + (g|u).6. Par suite : ||ﬁ|:|= (e_L|u)2 + (Qlu)2 +...+ (a|u)2.

- Preuve: Soit pour u donné, v =4a).q + (e|u).e + ... + (§|u)., alors pour tout i compris entre 1 etona: (u-vig=0;ils'en
suit que u-\d B”={0g} donc v=u

- Remarque Cette formule peut étre généralisée a la dinseniifinie quand il existe une base énumérable,

[

par exemple, pour B ={es, ..., &, ...): U :ngo (eju).q, et: |lufl= ngo (eyuy (seul un nombre fini de termes est non

nul).

1
Dans l'espace des polynémes, avec le produit sealajP|Q) =IOP(X)Q(x)dx Il existe une base orthonormale

B'= (P, P, ..., By, ...) (onton verra au paragraphe 8 qu'il est possiblpager en plus la condition dgfP= n). Ainsi, tout
polynéme Q vérifie :

QM) = Z, (I, POQEIT.R(X).

A noter: Dans I'espace des polyndmes de degrés infémeuégaux a na norme euclidienne existe. On peut
donc conserver cette norme daRpX] et continuer, par abus, a I'appeler normeidiesine.

- Dans une base B ={ge, ..., €) seulement orthogonaleCO uO E, u =£—ueé%u .6 +£—I—)e;§u St ... +£—I‘)e;%u €.

()

Et en dimension infinieu = 2 6.
n=0 eﬁ

5) Orthogonalité, orthogonal d'une partie non valgplémentaire orthogonal, théorémes usuels

Proposition Une famille orthogonale de vecteurs non nuls est libre.

- Preuve: Soit une combinaison linéaire nulle de k vedctale cette familleay.uy + dz.Up + ... +0n.U, = Oz ; on fait le produit scalaire
avec un vecteur quelconque de cette liste, on obtient alors;.u? = 0, d'oti a; = 0 pour tout ,ice qui démontre la proposition.

L'ensemble des vecteurs orthogonaux a une partie non vide A de E est noté A" et
appelée : « orthogonal de A ». Enoutre,0 B tel que AIB alors BOA".
A"={uDE OvOA: ulv}.

Proposition Si A est une partie non vide de E alors A" est un sous-espace
vectoriel.

- Preuve: Soit a unréel, u et v des éléments dé &t x un vecteur quelconque de A‘ Ast non vide car il contient le vecteur nul.
En outre : @.ulx) =a.(u|x) =Q donc a.u estun élément de “Aenfin: (u + v|x) = (ux) + (v|x) =,0donc u + v est dans“Aqui est
bien un sous-espace vectoriel

- Cas particulier: {0g}"=E et E ={0g}.

- Proposition: Si F est un sous-espace vectoriel de E alors: Fn F' = {0z} et FOF™",
En outre, si F est de dimension finiealors: F=F" et FOF” = E.

- Preuve: Soit udFn F7, alors (uju) =0 d'ou u=0Soit udF;alorsOv OF, udv donc udF™, donc FOF". Si F estde
dimension finie, soit (¢e, ..., & une base orthonormale de F ; soit un vectewquelconque de ,on définit, pour tout i compris entre
1 et k: x=(glu). Soitalors v=xe +X.&+ ...+ %.6&, et w=u-v;alors: u=v+w oulVF. Pourtout i compris entre 1 efda
a: (glw)=(g|u) - (glu) =0 d'ou w estdans l'orthogonal de F et la psijum est démontrée.

1
- Contre exempleSoit E = d([O, 1], R) muni du produit scalaire : (f|g)J0=f(t)g(t)dt, et F le sous espace
vectoriel des fonctions nulles au voisinage def1I:F = Oe O[O0, 1[, Ox O [g, 1], f(x) = 0.
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Alors : F' = {Og}, et donc : F=E

1

(Etant donnée une fonction continue g non nulte gy b] avec & a < b < 1 on peut construire. f1 F avec {x) =300 Sur [a b],

nulle sur [b +€, 1] et affine entre les deux. On montre alors d|g) # O, ce qui implique que, pour étre dans, Fg doit étre nulle sur
tout intervalle [Qb] avec b <1;etcomme g estcontinue eil eh résulte que g est la fonction n)JJIe

- Autres propriétésPour A et B des parties quelconques norsvitie EA 0B = B” 0 A"
F et G étant des sous-espaces vectoriels,dEFEG) =F' n G” et P+ G O (Fn G).

En dimension finie: F=G- F =G, et: F+G’=(Fn G)".

- Preuve: 0Ou0OB", il vérifie la propriété : [ v B, ulv); donc, si AD B, les éléments de A sont des éléments partisutier B et
ils vérifient cette propriété :[(v O A, ulv). Il s'en suit que B est un ensemble de vecteurs orthogonaux aux gtérde A il est donc
inclu dans le plus grand d'entre eux, & savoif' TIR\".

Oul(F+ GY,il vérifie: @vOF+G, ulv);ilsensuitque:{vOF, ulv),donc udF, et: QvOG, ulv), donc udG".
Comme I F'nG", onaainsi: (F+ G)JF'nG".

Réciproquement, soit I F'nG"; alors ud F”, donc: OvOF, ulv), et: dw0OG, udw). Comme tout vecteur de F+ G estde la
forme v +wdonc: @W(v+w);il s'en suitque : O (F + GJ. On a linclusion réciprogue et on peut conclure g (F + G) = F'nG".

Par suite : RGO F"nG™ = (1 + GY)"; d'ou, avec la premiére propriété " +#G” 0 (Fn G).

La réciprogue est vraie si et seulement si F= & G = G”, égalités réalisées si F et G sont de dimessiaies (ais on verra que c'est
vrai aussi dans I'espace des polyndmes sous cegaionditionk

Proposition En dimension finie, tout sous-espace vectoriel posséde un unique
supplémentaire orthogonal.

-Exemple Si u# 0z, U estun hyperplan. Par exemple, ddRis muni de sa base orthonormale canonique
le vecteur (@b, c) est orthogonal au plan d'équation (ax + log + 0) c'est un vecteurormalau plan.

Théoreme de la base orthonormale incomplétettant donnée une famille
orthonormale (e, ey, ..., €) de l'espace euclidien E (k<dim(E), on peut la compléter en
une base orthonormale de E. (Remarque les vecteurs sont unitaires donc non nuls).

e Application aux polynémeors programmp: Soit A = (@, &, ..., &) une famille orthonormale de
polyndmes funi d'un produit scalaire, par exemple un prodedtaire intégrdl Soit m tel que Al Ky[X], 'ensemble des
polyndmes a coefficients dans, de degrés inférieurs ou égaux a i eét, par exemple, le plus grand degré dps e

Il est donc possible de compléter cette familleiea base orthonormale d&,[K] : B, = (&), &, .., &n).

Quel que soit I'entier naturel n >,nl est possible de compléter ,Ben B = (&, &, ..., §) une base
orthonormale deK [[X], avec en outre B By .1.

Pour tout polynébme P dE[X], si n =d°(P)il existe alors une famille orthonormale, Bans laquelle on peut
exprimer P

On obtient ainsi une base orthonormalek|X]t B = (e, &, .., &, ...) = 0 Bi.

n=m

- Conclusion Etant donnée une famille orthonormale finie Ae ®[X] , il est toujours possible de la
compléter pour former une base orthonormald<g] .|

- SupplémentairesEtant donné un sous-espace vectoriel F de dimerinie de K[X] , il existe un entier
naturel m tel que E Ky [X]; il s'en suit que pour tout B m, il existe un unique supplémentaire orthogonal
G, a F danK/|[X] avec en outre (0 G,.1. Soit G :n|>:|mGn ; c'est 'unique supplémentaire orthogonal de F

Un tel espace de dimension infinie G est tel guiste une base orthonormale B 7 &, ..., &, ...) deKI[X],
ou (e, €, ..., 6, estune base de F et,(g €n2 .., &, ...) une base de .Gout polyndme P s'écrit d'une
maniére unigue comme combinaison linéaire finiEdiénts de cette base. Il en résulte que :

O POK[X], pour nON, il n'y a qu'un nombre fini de produits scalaif@ye) qui soient non nuls.
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La projection orthogonale sur G vérifie donc lariale de la projection orthogonale car elle ne iemitqu'un
nombre fini de termes non nuls.

- Cas général Soit F un sous-espace vectoriel HEX]l de dimension infinie, alors il posséde uneséa
By = (&, &, ..., &, ...). Soit k= (&, &, ..., &), G, le supplémentaire orthogonal dg Hont on a prouvé
I'existence ci-dessus, et GnrD¥N Gn.

Par ailleurs, soit 0l G, alors O v O F, il existe un entier naturel n tel quelv, car F :FEN F,, et comme

ul G,, il en résulte que v donc ul] F'.De méme, si @ F, alors u est orthogonal a tous les vecteurs de
F. quel que soit n ; donc MG, pour tout nce dont on déduit T G. Il en résulte que G =F

Etant donné N quelconque, il existe une base orthonormale= Q. o, U1, ..., Un,) de K qu'on peut
compléter par une base orthonormalg =Q{th 41, -..) de G; By = (o, Un1, oo Unpy Uhnsts --o) = GOD, est
ainsi une base orhonormale d#dX]. Comme G, O G, il est possible de trouver un vecteus.; qui soit
dans G, mais pas dans3,.;; en outre,G,.; €étant un sous-espace vectoriel de dimension @iaié&,, il est
possible de choisir \4.; orthogonal a tous les vecteurs @Gg.;.

Donc : W1k = Uk pour tout kI [1, n], et comme #h+1 a été choisi orthogonal a la fois @ & a G.y, c'est-
a-dire dans E1nG,, il s'en suit que W1 n+1= Uypet

Finalement: F =FEN F, admet une base orthonormale Cnlglicn' tandis que G :nQNG” admet une base
orthonormale D =N, D,.

-Exemple On prend le produit scalaire canonique, consiséa additionner entre eux les produits des
coefficients de méme degré, et F = Vecd, X*, ...). Alors : F, = Vect(G) avec G= (1, X2, X*, .., X,
tandis que G= Vect(D) avec R = (X*™% X, X3, X°, .., XM, 2™ x2™4 xP™S x*™® ) que l'on a
ordonné de fagcon a avoir en premier le polynébmevauvenir compléter F pour former k.. Il faudra de
méme réordonner B = (X*™ X, X3, X°, .., XZ™3 X2 X2 x2 x*™8 ). Alafin

— — 2 4 ; — — 3 y5
C —rENCn— (1, X7, X7, ...), tandis que D FQNG” = (X, X3, X7, ..).

- Conclusion Dans K[X] , tout sous-espace vectoriel posséde un uniqudéupptaire orthogonal, et toute
famille orthonormale peut étre complétée pour farmee base orthonormale d€[X] . En outre, comme on a
ainsi: FO F'=K[X], etaussi: 0O F =K[X], il s'en suit que F=F.

Il en résulte qu'étant donnée une famille orthogon@, Py, ..., P,, ...) de polynémes, par exemples celles du
paragraphe 18tout polynbme Q deK[K] n'a qu'un nombre fini de produits scalairesnmuls avec les
éléments de cette familleaf on peut appliquer la formule de la projecticthagonalg.

- Remarque Ce qui est vrai, ici, dans I'espace des polyrsrest tout aussi vrai dans n'importe quel espace d
dimension infinie muni d'une base énumérable, vidm@ombrable.

- Cas particulier des polyndme®n a vu au paragraphe précédent qu'il n'exigtéitn nombre fini de

produits scalaires non nuls avec la famille orthrorade ; on peut donc écrire, dans ce cas particyd@ur une

famille orthonormale (§,, etun polynéme Q quelconquergo(PﬂQ)zs [|PR.

6) Procédé d'orthogonalisatiosu prthonormalisationde Schmidt (ou de : Gram-Schmiit

Soit B = (ey, e, ..., €,) une base de E ; il existe une unique base orthonormale
B' = (ey, €, ..., €n) telle que pour tout k compris entre 1 et n: (edex) > 0 et
Vect(ey, €y, ..., ex) = Vect(ey, €, ..., &).

" Erhard Schmidt : 1876-1959
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- Algorithme: ef = e; ; (e, e3, ..., ex) étant calculés, on pose au rang suivant :

€kr1 = Ak+1,1-€1 + Ak1,2:€3 Fouw + Akr1k-€k + €kt
Les valeurs des A.1,; sont obtenues en utilisant les relations d'orthogonalité. On obtient
ainsi une base orthogonale (e}, e3, ..., en) ; il ne reste plus ensuite qu'a diviser les
vecteurs par leurs normes respectives e, = *ey/|led]|, le signe étant déterminé tel que
(ex+1|€k+1) > 0 pour obtenir la base orthonormale souhaitée.

¢ En pratique, il suffit de trouver une base orthwaje, la base orthonormale étant déduite a lai firest utile.
En outre, comme Vectes, ..., §) = Vect(a, &, ..., &), on peut poser plus simplement :

= Mer1.2.€1 + Mes1 2.8+ F A1 o & + Bl
Et il suffit ensuite de faire les produits scalam@ec e a g, ce qui donne un systéme de k équations.

- Exemple Orthonormaliser ((11, 1), (1, 2, 3), (1,4, 9)). (Dans R® le troisiéme vecteur peut étre obtenu avec lelgto
vectorie).

- Corollaire: Si (a, &, .., &) estune base de E et u un vecteur de Euéel @i O [1, n], (ulg) =0
alors: u=¢.

- Cas des polyndmesgtant donné un produit scalaire, il est toujquussible, pour tout entier naturel de

trouver une base orthonormalg, B(&), €, .., &) de K,[X] par le procédé de Gram-Shmidt. Ainsi, I?;E;J Bn
est une base orthonormale H§X]l qui répond a toutes les conditions.

7) Projecteurs orthogonaux, symétries orthogon&lesance d'un vecteur a un sous-espace

Soit p la projection orthogonale sur F = Vect(u;, u,, ..., uy) ou (uj, Uy, ..., Uy) est une

famille orthonormale ; alors : [p(u) = (u|ui).u; + (uluz).uz + ... + (U]uk).ugl

- Preuve: s'il est clair qu'ainsi défini p(u) est dans efcore faut-il que u - p(u) soit dan§. F suffit de faire le produit scalaire par
tous les y et comme ils sont tous nuls le résultat est acqui

- Remarque En dimension finie, la matrice d'un projecteuthogonal dans une base orthonormale est
symeétrique ¢émonstration au chapitrg. |

- Expression matriciellesi U est le vecteur colonne des coordonnées;ddaos la base canonique, alors
la matrice de p dans cette méme base est; ¥ U,U, + ... + U Uy. (En dimension fini}.

- Remarque Si la famille A = (4, W, ..., &) est orthogonale, mais que les vecteurs ne smupitaires, la
formule devient :

u u
p(u) (”LIJlF) + (”LLLﬁZ)UZ + ... +ﬁ. Uk |- (« Formule de la projection orthogonale »

En notant p la projection orthogonale sur Vegj(onadonc: p=p+tp+... +R.

En notant g la projection orthogonale sur (en dimension finiy, alors p +q =g

- Cas particulier delR®: Sur le plan Vect( w),

_p Lululy) _ o, det(u u, w) _ det(u u, W)
P = Uy D () = U e sty ) =Y Tl - (ulu (A1)
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Si s est la symétrie associée a p, s = 2p - idg, alors s est une symétrie orthogonale :

s(u) = 2((uluy).us + (ufuz).uz2 + ... + (u|uk).uk) - uj.

En remarquant au passage que s= b est opposée a la symétrie orthogonale par rappért

- Remarque La matrice d'une symétrie orthogonale dans use bethonormale est symétriquenfonstration au
chapitre ).

- Cas particulier d'un hyperplan : Un hyperplan peut étre donné comme I'orthogohai vecteur non
nul ; H=w". Alors, sip est la projection orthogonal st et s la symétrie orthogonale par rapport add a :

(ufw)

Pour q(u) =it

W, p(u)=u-q(u) et s(u)=u-2.q(fy estla projection orthogonale sur Vectw)

e La distance de u au sous-espace F = Vect(u;, uy, ..., Uy) est alors :

d(u, F) = llu - p(WIl = llaul}

- Proposition : d(u, F) = inf{d(u, w), w OF}.

- Avec la remarquePour tout vecteur v de F alors : ||x - p&]|x - V|| .
- Preuve: x-v=(x-px)+ (pXx) -v) avec (x-pxp F' et (p(x) - v)OF ; on peut donc appliquer le théoréme de Pytllagoest-a-
dire : [Ix - vi|= |Ix - peOfi+ [Ip(X) - Vi [Ix - peofi, dou le résultat

En dimension finie, soit (ui, uy, ..., Uuy) une base orthonormale de F qu'on compléte
pour former une base orthonormale de tout l'espace, a savoir: B = (ui, Uz, ..., Un).
Alors :

vV =u-p(u) = (U|uk+1).Uk+1 + (U|uks2).Uk+2 + ... + (Uu]up).un.

En remarquant au passage que u = p(u) + v et s(u) = p(u) - v, alors v est la
projection orthogonale de u sur F” et:

d(u, F) = \(U]uks1)2 + (U|Uks2)? + ... + (u]un)?

det(G(U, W, .., U, U))
det(G(u, W, ..., W)) °

- Remarque En utilisant la notation des matrices de Grawrsal d(y F) =\/

(Dans cette formule, la base de F n'a pas be&tie drthonormale, elle peut étre quelcor)que

- Preuve: on écrit u = (u - p(u)) + p(u) = v + p(u) dansntatrice de Gram, et on décompose la derniére kgnene somme dont le
premier terme est (00, ..., 0, v3) et le second terme une combinaison linéd@ lignes précédentes. En effet, comme p(u)urest
combinaison linéaire des; up(u) =01.U; + ... +0.Ug, alors (p(U)]d = a1.(Ugu) + ... +ak.(Uu). Ainsi :

det(G(u, W, .., U, U)) = det(G(y, W, ..., U, V + p(u))) = v2.det(GW W, .., L)) + 0, donc :

v2 = d(y FY = det(G(y, W, ..., U, u))/det(G(4, W, ..., W)). (Voir le paragraphe 7 du chapitre G pour plus deailé}.

e Cas particuliers
® En dimension trois : Soit F = Vect(v) = w. Alors, pour 1 E:

d(e F) = [dete, u, v)|/||[@V]| = |ew)l/|Iwl|

- Distance d'un point a un plarSi P = (A u, v) = (A; WD), d'équation (ax +by+cz+d=0);
d(M, P) = [det(AM u, V)I/IEV]| = [(AMW)IW= [ax + by + cz + difa? + b2 + c2

Soit F = Vect(u) : d(e, F) =e[[u]|/]Ju}|
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[
- Distance d'un point & une droite de I'espaged(mension: Si D = (A u), d(M, D) = Amjﬁu |
[
- Distance de deux droites parallelesi((A; u), (B; u)) :”—”Alﬁl?lu _
_det(AB, u, v

- Distance de deux droites non paralléled((A; u), (B; v)) = MY

@ Dans le plan euclidien : Soit F = Vect(u) Zwlors, pour 1E:

d(e, F) = [det, u)l/|[ull = EW)l/lwl]
- Distance d'un point a une droite du plaSi D = (A u) = (A; WD), d'équation (ax + by +c=0);

d(M, D) = [det(AM u)lull = [(AMW)VIIwI| = Jax + by + of&# + b2

8) Méthode des moindres carrés

Soit (X1, Y1), (X2, Y2), ..., (Xn, Yn) une suite de points du plan, et A:(y = ax + b) la
droite optimale passant « au plus prés » de ces différents points (droite de régression).

Dans E = R muni de son produit scalaire canonique et d'une base orthonormale
canonique B = (ey, €y, ..., €,), soit les trois vecteurs : u:(Xi, X2, ..., Xn), Vi(1,1, ..., 1)
et w:(yi, Y2, ..., ¥n). En notant F = Vect(u, v) et p la projection orthogonale sur F, on
obtient une distance minimale pour :

p(w) = a.u + b.v (cestle vecteur idéal pour lequel tous les poifs ax + b) sont sur la droife

D'ou I'on déduit les valeurs de a et b en calculant :
(w - p(w)|u) = (w - p(w)|v) = 0.

C'est-a-dire : (w - (au + bv)|u) = (w - (au + BY)t 0, ce qui génére un systéme de deux équations a deux
inconnues a et.b

Il est possible aussi de donner un vecteur u'+=Aw tel que Wlv (A =-Ex)n); il n'y a plus ensuite qu'a
appliquer la formule de la projection orthogonales(plus lony

- Autre approche On peut aussi chercher a minimiser directenjpmt (a.u + b.v}j] c'est-a-dire, finalement :

n
2 cpp s < f
g:l(yk - aX - b) (c'est la somme des carrés des différences d'ordeytiéu le nom de : « moindres carrds »

- Exemple Trouver la droite optimale pour les points;:(d, 3), M2:(2, 4), Ms:(4, 3), M4:(5, 6).

En
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-Réponsea(l+2+4+5)+4b=3+4+3+6 et a@+16+25)+b(1+2+4+5)=1.3+24+48.6
d'ou finalement : (y = (x + 5)/2)

1 1 3 -2
. 2 1 4 -1
- Avec la formule de la projection orthogonale: al Vi1 Wgl Ut ]
5 6
3
u'lw (V]w) 712 ~
p(w) = 02 U+ vz vV =|gp|=au+t bv donne les mémes valeurs de a.et b
5

- Méthode des moindres carrés en statistiqdesid de régression:

La moyenne des X X = (x+ ... +x)/n;lamoyenne des;y y = (Y + ... + yw)/n; la variance des; x V(x) = (¢ + ... + ¥)/n - X2; la
covariance des;xet des y. Cov(X, y) = (y1 + ... + %yn)/n - X.y Les deux relations utiles sont alors : a = Cpyf/(x), et: b=y -ax
Quand on cherche a et b tels que: p(w) =tébw avec (w - p(w)[u) = (w - p(w)|v) = C'est un systeme de deux équations a deux
inconnues qui divisées par n s'écriventaussi + b=y et a(V(x) + x2) + bx = Cov(x, ¥).y On obtient évidemment la méme solution.
Avec l'exemple ci-dessus : X =8 =4 V(x) =5/2 Cov(x y) =5/4

9) Définition des limites et de la continuité d'dpaction d'un espace préhilbertien dans un autre

Etant donnés E et F deux espaces préhilbertiens réels, U une partie de E et
I'application f: U - F. Alors, pour a O U (oualafrontiérd :

imf(x)=b « (d&>0, On>0 telquedxOU, [x-a|l€q = [|f(X)-Db]|l <)
X-a

f continueen a U < lim f(X) = f(a) (on remplace b par f(a) dans la formule précédente).
X-a

(Si a est a la frontiere de, Uexistence de cette limite permet de faire wilgrgement par continuixé

f est continue sur une partie A de U si et seulement si elle est continue en tout point
de A. Il faut toutefois faire la remarque suivante :eBwcette définition, la fonction ¢x1/x) est continue sur

R’ ; une fonction est continue s'il est possible ldentiner entre deux points quelconques du gragie Iever le
crayor), sur tout intervalle contenu dans PAour 1/x : sur chacun des deux intervalles, B[ et ]Q +[).

- Remarque Lorsqud'undes deux espaces dRtlui-méme, la norme doit étre remplacée par la vaddsolue
(qui est la norme suR).

Lorsqu'il n'y a pas de problémes la limite d'une somme d'un produit, d'un quotient ou
d'une composée est égale respectivement a la somme, au produit, au quotient ou a la
composée des limites. Mais attention, on ne peut faire des produits ou des quotients
que lorsque l'espace d'arrivée le permet, si F = R ; exemple :

lim (x2 + 3x) =lim x2 +1im 3x = a2 + 3a ;lim x2.sin(x) = {im x3)(lim sin(x)) = a2.sin(a) ;
X-a X-a X-a X-a X-a X-a

I)![r; cos(x)/(xz+1) = g![r; cos(x))/d)i[rg1 (x2+ 1)) =cos(a)/(az + 1)

Ii[r;1 (sin(2x2 - 1)) = siri([rg1 (2x2 - 1)) = sin(2a2 - 1)Etc...

Si deux fonctions sont continues, il en est de méme de leur somme, leur produit, leur
quotient (a condition de ne pas annuler le dénominateur), et de leur composée (avec les précautions
d'usage quant aux points ol les fonctions doivent étre continues). Comme dans le cas des limites, on
ne peut faire des produits ou des quotients que lorsque |'espace d'arrivée est R.
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Ces propriétés sont vraies aussi pour le produit scalaire et, si dim(F) = 3, pour le produit
vectoriel.

- Précautions d'usageUne telle limite n'existe pas toujours et peme &ource de paradoxes si on ne traite
pas convenablement le probléme. Par exemple RE et F =R, f(x, y) = x/y ; et on cherche la limite quand le

vecteur (xy) tend vers @ avec x>0 et y>0 Ijrg+ Iiry+ Xly =+ et Iirg+ Iirg+ xly = 0.
x-0"y- y-0" x-

- En appliguant la définition Oe>0, On >0 tel quedx OE, \[x2+y2<n = |xly - b| <e. Il faut

montrer qu'un teln n'existe pas A /xz +y2<n = xety ]O,\/ﬁ [ etalors: xly> M’ﬁ Pour toute il est
possible, x étant fixé non nul, de donner deswala y quirendent x/y aussi grand qu'on.veut

- Méthode classique pour démontrer la discontinuitéest plus indiqué d'appliquer la méthode
consistant a approcher le point de discontinuitédes chemins différents, si possible des droi@ssur la
droite (y = x) on obtient f(xy) = x/y = 1, et sur la droite (y = -x) on obtient f(x, y)-£. Comme il est
impossible qu'il y ait deux limites distincteset -1 au point d'intersection de ces deux drpékss il n'y a pas
de limite en (Q0).

- Conclusion x - a signifie qu'il existen assez petit tel que ||x - alj <il n'est pas question de considérer
gu'une composante de x tend vers une composanta davant ou aprés une autre. Par contre, sistkdee
dimension finie et que B ={ge®&, ..., §) est une base orthonormale, alors pour X. % X.& + ... + X%.6,

(idem pour a=ae), |[X - al| <N = |% - a| <n pour tout i O[1, n].

Limplication réciproque est fausse, maif - a| <n pour tout i O[1, n] = ||x - a|| <qA/n.

- Propriétés. Si f et g définiesde U dans F admettstlimites en & U, alors :
lim (f + g)(X) =lim f(x) + lim g(x) ;
X-a X-a X-a
OADOR: lim Af(x) = Alim f(x) ;
X-a X-a

Si G est un espace préhilbertien réel, et g+ % ou V estune partie de G . Alors :

Imf(x) =b 0OV = lim gof(x) = lim g(y) (si cette limite existp

X-a X-a y-b
S'il existe un produit danks : lim f.g(x) = (lim f(x)).(lim g(x)) (multiplication réelle ou produit vectoriel d&?) ;

X-a X-a X-a
De méme L Iigf(x) =a et yIirpg(y) =B = " yI)irr(1a b)f(x)g(y) =af;
Si F=R etsidn>0 telque g(x¥ 0 pour ||x-a|| g, alors lim (f/g)(x) = (lim f(x))/(lim g(x)).
X-a X-a X-a

- Preuve: Soit limf(x) =b etlimg(x)=c;alors:0&>0, On' >0 telquedxOU, |x-a|]| €9 = ||f(x)-b||<e/2; et:0On">0
X-a X-a

telque Ox O U, [x-a|]lN" = [lg(X) - c|| </2. Soit n =inf{n’, n"}, alors : [[f(x) + g(X) - b - c{ [|f(x) - b]| + ||g(X) - || &, ce qui
démontre la limite de la somme.

Le casA =0 esttrivial ; soitdoncA#0. Oe>0, On >0 telquedx0OU, |x-al]lq = |[f(x)-b|| <e/]A] ; d'ou le résultat évident :
[M(X) - Ab]| = A[[f(x) - b]| <.

Oe>0, 0Og'>0 doncOn >0 telquedxOU, |[x-a||<q = |[f(X) - b|| <, etpour y=1(x) |ly - bl]|<n = [lg(y) - c|| <. On adonc:
Oe>0, 0On>0 telquedxOU, ||x-a|]l N = ||of(x) - c|| <e. Ce qui démontre la propriété sur la composée.

On amaintenant FR: Oe>0, On'>0 telquedOxOU, [x-a|l ¢ = I[f(x)-b| <e/(|b|+ |c| +1);etn">0 telquedxOU,
|Ix-all " = |g(x) - c| < inf{1,e/(]b]+ |c| + 1)} Soit alorsn =inf{n’, n"}, on a ainsi : |fg(x) - bc| = |(f(x) - b).g(x) &(k) - c).b] d'ou :
[fg(x) - bel< [f(x) - bI.Ig()| + 19(x) - cl.Ib| < [f(x) - bl 1) + [g(x) - c|.[b] < (|c| + &/)ib|+ |c]| + 1) + |i(]b|+ [c| + 1) =, d'ol le résultat.
Onaenfin:O0e>0, On'>0 telqueDdxOU, ||x-a]| Q" = |f(X) - b] <c&/2(|b|] +|c|]); etOn">0 telquedxOU, |x-a]| Q" =
lg(x) - c| < inf{|c|/2, &2(|b]+ |c|)} Soit alorsn =inf{n', n"}, on a pour finir : |(f/g)(x) - b/c| = |(f(x) - kakx) - (9(x) - c).b/(c.g(x))|d'ou :
|(flg)(x) - bic|< |f(x) - bl/lg(X)] + |g(x) - c|.|bl/(|c]|.Ja(X)| €/2(|b|+ |c]).2/[c| + |b]&t2(|b]+ |c[).2/c? =, car 1/|g(x)| < 2/|c]| ; la proposition est
donc démontrée.
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- Propriétés de la continuitéElles sont déduites directement des propriétésingétes. Si f et g sont

continues en a aloraf et (f + g) sont continues en. @i en outre F &R, alors fg est continue en, &t si
g(a) n'est pas nul alors f/g est continue efErdin, sous les bonnes hypothéses, si f edirtanen a et g
en f(a) alors g est continue en . &dem pour le produit scalaire et le produit veabri

- Proposition: Si E est un espace préhilbertien réel alorgprenant lorsque I'ensemble de départ €stlaE
norme produit ||(u, V)|| ——'\/ l|lulf + ||vIf, les applications suivantes sont contifues
- La norme, l'addition, la loi externe et le prockgalaire.

- Si F est aussi un espace préhilbertien réet alme applications linéaire f (Q(E, F) est continue sur E si

et seulement si: soit E est de dimension finkét, § est continue en 0 C'est la méme chose pour les
applications bilinéaires de xE dans F

- Les formes linéaires f telles qu'il existe ucteer fixe a de E pour lequel f(x) = (aJx)nsocontinues.

- Dans A(R), muni de la norme euclidienne, en 'occurrendid/| :\/tMM, alors étant données les matrices
Ao, Ar, ..., Ag, alors: (M2 A+ AIM + .. + Aqu) est continue. En particulier, si Q est un poiye,
(M~ Q(M)) est continue.

- Somme de fonctions a variables séparées f(x, y) =@Xx) + (y), ol @ est continue en oxet y
est continue en gyAlors f est continue en ¢xyo).

-Preuve: Oe>0 0Ony>0et0nz>0, [x-X| <N = @X) - @Xo)| <€ et |y -yl <nz = [W(y) - Y(yo)| <e.
Dol : [f(X Y) - (X0, YOI S [§(X) - @Xo)| + (Y) - W(yo)l < Z, et ceci pour | (x - X0 + (y - y)> <\[n% +n3, donc :n =+/n? +nj convient

e Il y plus simple et plus général
lim gx) =qx) et imyy) =lyo) = lim ox)=qx) et lim (y) =Wy =
+ +
oM (@) + W(Y)) = alx0) + W(yo).
On peut appliquer le méme principe aux produitsugtquotientss{ le dénominateur n'est pas hul

10) Fonctions continues par morceaux

- Subdivisions On appelle subdivision d'un intervalle [a, bhe famille S = (% x4, ..., %) telle que I'on ait :
a=%<X<X<..<X=h Une subdivision S' est plus fine que la sulsitivi S si S1 S' Etant données
deux subdivisions S et S' de [a, ' = $1S' est une subdivision plus fine que S et S'

Il'y a donc un nombre fini d'étapes sur un intelev&rmé borné.

Une fonction numérique f définie sur [a, b] est continue par morceaux si et seulement
s'il existe une subdivision S = (Xg, X1, ..., Xn) (avec xo =a et x, =b), telle que f soit
continue sur tout intervalle Jxy, Xk+1[ (pour k=0 a n-1), et qu'elle admette des limites
finies a droite en x, et a gauche en x;; ; on dit que la subdivision S est adaptée a f.

Une fonction numérique f définie sur un intervalle quelconque I est continue par
morceaux sur I si et seulement si elle est continue par morceaux sur tout intervalle
fermé borné inclu dans 1.

Il peut donc y avoir un nombre infini d'intervalldsy, X1[, donc un nombre infini de points de discontinwsté,
| est de largeur infinie. Par contre, il n'y en a'agn nombre fini sur toute partie bornée de |edt en outre
possible d'indexer ces points avec des indicesmntilatifs ou naturels selon que | est infiasdleux c6tés ou
non

- RemarquesLes points ol une telle fonction n'est pas caomtigont appelés : des points de discontinuité de
premiére espece, car il existe en ces points uni¢elifinie a droite et & gauche. Tout point detdimalle de
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définition d'une telle fonction posséde donc unaté a droite et une limite a gauche. En outreskmble des
points de discontinuité est au plus dénombrableyuiesignifie que : Soit il est fini, soit on pelat mettre en
bijection avec I'un des ensembles de nombres dgivas, Z, D (les décimaux ou Q.

Une fonction continue par morceaux sur, fe[ n'est pas nécessairement bornée, ni une fonctintinue par
morceaux sur Je, b].

- Proposition: Soit f est une fonction continue par morcesux [a, b] et un réel quelconque>0, alors il
existe deux fonctiongp et Y en escalier sur [a, b] telles que :

OxO[a, b, 0<P(x)-@x)<e et @x) < f(x) < P(x)."

Proposition Une fonction continue par morceaux sur [a, b] est bornée sur [a, b].

(Car f peut étre prolongée en une fonction coetirfu sur tout intervalle [ X1 de la subdivision adaptée aet Iimage d'un intervalle
fermé borné par une fonction continue est un itégviermé borng

e Une fonction définie sur [a, b] est de classe C' par morceaux s'il existe une
subdivision S telle que la restriction de f a tout intervalle ]xy, x+1[ de la subdivision

est prolongeable en une fonction de classe C' sur [xy, Xks1].

- Remarque Si on remplace Cpar ¢, cette définition devient équivalente a la défamtde la continuité par
morceaux. Il est en outre possible d'appliquerecei®me définition pour définir les fonction de stasC par
morceaux, pour Al N O {+o}.

- Exemple Une fonction en escalier sur [a, b] est tgligl existe une subdivision S de [a, kHapteea f),
pour laquelle f est constante sur tout intervdkg x.[ ; elle est en escalier sur un intervalle queleend si
elle est en escalier sur tout intervalle fermé Bantlu dans .IC'est un cas particulier de fonction continue par
morceaux.

Autre exemple f définie sur [L+oo[ par f(x) :%.

- Opérations La somme, le produit, la composée et le quotfleriyue le dénominateur ne s'annule)pde deux
fonctions continues par morceauspectivement de classe' @ar morceauk €St continue par morceauwspectivement
de classe T par morceauk

- Preuve: Pour la somme, le produit et le quotient, il fauedes fonctions soient continues par morceauxi¢ classe ‘Cpar morceauxsur

le méme intervalle [ab]; en outre, si S est la subdivision adapték et S' la subdivision adaptée a §" = $1S' est la subdivision
associée a f+,dgou f/g 6 g ne s'annule ppsAux points de discontinuité, la fonction résultigt I'opération n'est définie que si les deux
fonctions f et g sont définies ; dans les aut@s, elle y admet des limites finies a gaucldedebite par propriété des limit¢sll n'y a pas de
probléme aux autres points ou I'on peut utilisetth&orémes usuels sur les fonctions continuese(classe 3.

Pour la composition of, il faut que g soit continue par morceawu de classe ‘Tpar morceauk sur un intervalle [cd], et f de [ab]
dans [¢ d]. Si f n'est pas continue en, X [a, b], ou si elle I'est, si g n'est pas continue én) falors gf admet des limites finies a
gauche et a droitepdr propriété des limit¢s il n'y a pas de probléme aux autres points'on peut utiliser les théorémes usuels sur les
fonctions continueso(i de classe .

Une fonction définie sur R est T-périodique (T>0) si: OxOR, f(x + T) = f(x). Le
réel T est une période de f; la plus petite période strictement positive est la période
fondamentale.

L'ensemble des fonctions continues et T-périodiques sur R est un espace préhilbertien
réel".

2

Avec : |(flg) = 1 :f(t)g(t)dt = _TT//Zf(t)g(t)dt

T

e Proposition: OxOR, (f|g) :JX+ f(H)g(t)dt.
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X+T X+T nT
- Preuve: Soit n=1+ E(X/T); alors: (n - 1 x < nT. On décompose ensuitd : fg(t)dt =] ng(t)dt +] fg(t)dt ; dans la premiére

intégrale on fait le changement de variable : tu AT, et dans la seconde : v=t+ (1 - nfinsi:
X+ Xx+(1-n)T
I gt = [ fouydu +I 190V = (flg)

Une fonction T-périodique est continue par morgeswr R si elle est continue par morceaux sur une période
[a, a+T]. Plus généralement : Une fonction T-périodiqualesclasse lCpar morceaux suR si elle de classe

k L.
C" par morceaux sur une période da T].

- Proposition: Une fonction T-périodique continue par morceaux est bornée.

- Remarque Le produit scalaire défini précédemment n'est pla produit scalaire pour les fonctions T-
périodiques continues par morceaux car, par exenglé®nction qui vaut 1 surZ et 0 sinon est 1-
périodique, continue par morceaux et a un carri@iseaul €x) = 1 + E(x) + E(-x). |l faut toutefois noter que la
grande majorité des fonctions étudiées en exent@e exercice appartiennent plutét aux cas cités lpaut des
fonctions continues soit a gauche, soit a droite.

Proposition: Soit> A = (en), ;y0(Sn), o OU en(t) = cos(2nmt/T) et sq(t) =
sin(2ntt/T) ; cette famille est orthogonale (et libre car 0 est exclu), dans I'un quelconque
des espaces préhilbertiens cités en exemple. En outre, seul e, est unitaire, tous les
autres sont de norme 1/4/2.

- Preuve: On utilise les formules trigonométriques 2.cosgajb) = cos(a - b) + cos(a +,bP.sin(a)sin(b) = cos(a - b) - cos(a + b)

2.sin(a)cos(b) = sin(a + b) + sin(a - B)n intégre ensuite de simples fonctions trigortoiées sur une période, d'ou les différents résailt
nuls. On calcule ensuite les normes et les résudtait immédiats en appliquant cos2(a) = (1 +2a)$R et sin(a) = (1 - cos(2a))/2

e Soit A, = (ek)mm nl]D(sk)m“ o F. = Vect(A,), et p, la projection orthogonale sur F,
(dans l'un guelcongue des espaces préhilbertieds @it exemple On note w = 2/T, f étant une
fonction T-périodique continue par morceaux vérifiant la condition souhaitée. Alors :

pn(f) = (fleg).eo + Z.g‘i((ﬂek).ek + (f|sk).Sk) (formule de la projection orthogondle

Ainsi: p(HKX) = %.IZf(t)dt +%.éf:(cos(M)cos(kox) + sin(luat)sin(kex)).f(t)dt =

pa(N() = F1. ()t + 2.3 ] f().cos(hoa(t - X))t =5 (D)t + 2. 1(0).(3, cos(ieat - x)))dt = ... =
I sin((n + Y23t - X))

SNt - X)/2) f(t)dt (avec le résultat du chapitre A.1

Pa()(x) =

Avec le théoréme de Dirichfefcr. 8149, si f est de classe'Gur [g b], pour tout x de Jab[ (quon peut étendre &
[a, b] si f(b) =f(a) :

sin((n + Y2t - X)) _ﬂ
f(x) =p%lim Ia sint - i2) T0dt, avecw =g

_1 J_X_l
- Application: Pourf de classeC? sur [-172, 2] et x 0 -2, 702[ : f(x) = nmf In i,’;,g 1X)t Xk )it
sin((2n + 1)(t - XDdt=T[).

(Par exemple, si f(x) =,1a fonction constante, alors Ifm SIn(t- %)

Si x=0: f(O)-TrllmI ﬂé%”f(t)dt

Soit h une fonction telle que h(t) ~t quandend vers et f(t) = sin(t)/h(t) lle est donc prolongée par continuité
en 0 avec: f(0) )1 Alors :

|ng(2n + 1)t

0) = —;rlnlrgj_ '—“«%Ddt: ||mI_ r =

80n note g et non pas ccar cette derniére notation est réservée auficiests de Fourier complexes.
9 Peter Gustav Lejeune-Dirichlet : 1805-1859 .
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|ng2nt)cosgt)dt f osg2n )

On développe cette formule avec sin(a + b) (Il h(t) ) .dt) =mm. Comme 1/f est

i ﬂ%ﬂ“)ﬂ?)dt_n En appliquant la formule

sin(2nt)

de la moyenne généraliség ke chapitre  a cette expression, on prouve l'existence ulmf I h(D dt.

bornée sur cet intervalle, la seconde limite eend'ou :

En appliquant la formule initiale a f(t) = sin(tx9/h(t) : f(0) =1 = I|mI Mzn—Dcos(t)dt d'ou :

h(t)
Limfﬁ2 " sin((2n +22r33)+ sun(2ntbt =T11; c'est-a-dire, les deux sinus du numérateur durlaanéme limite :
im| ﬂz—n)dt =11. On en déduit : Ilrﬁ ﬂn—)dt—n etsi h estimpait: I|mJ ﬂn—)dt =172.
n-o 2 N L) h(t)
Ingn ) Ingn ) In(n ) In(n ) Ingn )
Par exemple : I|rf10 tn(p at =i I sh( ¢ I tan()-d I sin( -d J dt =172,

11) Définition des séries de Fourier comme progasiorthogonales, calcul des coefficients

On étend les notations du paragraphe précédent a toutes les fonctions T-périodiques
continues par morceaux (on n'a donc plus un vrai produit scaldirg €étant donnée f une telle fonction :

Sulf] =pn(f) = (fleo).€0 + Z.é((flek).ek + (flsk).sk) = ag + ;:(ak.cos(kwx) + by.sin(kwx)).

Ce sont les sommes partielles, notées S,[f], de |la série de Fourier de f, notée quant a
elle S[f]. (Attention, la somme infinie n'est pas une projectithogonale, car méme les éléments de doivent étre des
combinaisons finies d'une famille générat)ice

- Remarque Si les deux suites {aet (k) sont décroissantes et convergent verald@s la série de terme
général (acos(rwx) + by.sin(rwx)) converge pour tout réel X T.Z (cf. ch. A §19 ; pour xO T.Z, il faut en
plus que la série de terme général canverge. De méme, si la série de terme gérjéfat |k converge, alors
la série de terme général,.t@s(rx) + h,.sin(nwx)) converge aussi pour tout réel (&n appelle cette convergence
« normale » car on a remplacé les fonctions trigugtaiques par leurs bornes supérie)J.res

Lemme de Cantdfhors programme: S'il existe un intervallea], B], o <, sur quuelng0 (a,.cos(nx)+ by.sin(nx))

converge, alors les suitesy)a, et (), convergentvers.0

- Preuves Comme Z end = G”G’Zﬂ%gﬁl ona:

|k;m a.cos(lut)| < aﬂ.|k:2m cos(lut)| = an.|k;)cos(m - kgocos(mn, dou:

|Sh - Sil < an-(Sin((n + 1yat/2)cos(rt/2) - sin((m + Lat/2)cos(nut/2))/sin(t/2)| < 2.a,/sin(t/2)|. Si singat/2) n'est pas
nul, alors la série initiale converge ; il restenda traiter le cas siaf/2) = 0, c'est-a-dire : t = kT ; la série est alors égale
Ta,, il est donc nécessaire que cette série conVerge

La seconde affirmation est une évidence cay.cds(rut) + b,.sin(nut)| < |a,| + |k
- Corollaires: Si la suite (9 est décroissante et converge versalors la série de terme général.e&*
converge pour tout réelX T.Z

Le critére spécial des séries alternées est aussirotaire de cette propriété, sous la foria,.cos(my).

En identifiant les coefficients on obtient : En notantw = 2r/T,

Y Elle ne peut pas étre paire car elle est équitakent en 0
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1 T
dog = ?'J.o f(t)dt| (valeur moyenne de f sur une périddp

~=-

27 -
bn = T.Iof(t)sm(nwt)dt.

2 T
Pour n>1: |a, = ;.Iof(t)cos(nwt)dt

Avec évidemment la série de Fourier de S[f](x) = ap + Z_)l(an.cos(nwx) + b,.sin(nwx)).

- Remarques : ® On peut aussi intégrer de -T/2 a T/2, ou sur toute période de a a a + T. On peut aussi
parfois calculer plus rapidement ; Haib,.

¢ || a par ailleurs été vu au chapitre & propos des séries géométriques, que la séRewter diverge si & 1
ou sib, =1, a partir d'un certain rangzf(le lemme de Cantr

e On ne peut pas dériver comme on le faisait avesdeies entiéres ; a titre d'exempl& sin(nt)/n converge
mais 2 cos(nt) diverge en général.

e En notantr, :\/aﬁ + 2 et B, tel que cos@,) = a/r, et sin(®,)= by/r,, on a alors(pour b=0 = 1, = |a| et 6 =
0) : &+ X(an.cos(ruat) + by.sin(rut)) =X r,.cos(ruwt - 8;).
¢ || est parfois possible d'obtenir les coefficiedésFourier sans calculer les intégrales. Soitegample :

f 2r-périodique, définie sufTt, M par : f(x) = -In|2.sin(x/2)| ; on a vu au chapiBeque : a3=h, =0, & =1/n
pour n=1.

g 2r-périodique, définie sur [@r] par: g(x) = In|2.cos(x/2)| ; alors @k, =0, &= (-1)"+1/n pour n= 1.
h 2r-périodique, définie sufm, 1f par: h(x) =x/2et hf) =0: a=0, b, = (-1)”+1/n.

k 2r-périodique, définie suj0, 2 par : k(x) = ft- x)/2, et k(0)=0: a=0, b,=1/n

Avec en outre : In(1 €%) = g(x) +i.h(x), et : -In(1 €°) = f(x) +i.k(X).

- Cas particuliers :
Si f est impaire alors a, = 0 pour tout n.
Si f est paire alors b, = 0 pour tout n.

- Remarque Une fonction périodique continue par morceaaxgbornée, on peut encadrer les coefficients de
Fourier :

. IM IM
Si OxOR, [f(X)|<M,alors: |[d<M, |a,|s?, |b1|s?.
- Preuve: Pour a on applique seulement les théorémes de majoratioel ; si on les applique &, an trouve :

T T T 21 2mn
2 2M M M
lal = B f(O.cos(runydt| < £ [f().cos(ran|dts 2] [cos(ranidt =2 |cos(nu)ldu four u=at) = nat[ - |cos(nu)ldu =

2n w2
M 2M 4M N
?JO |cos(v)|dv four v =ny :?.f chos(v)dv = C'est le méme calcul pour,||b

- Exemple On utilisera cet exemple dans toute la sditr-périodique avec : f(x) =1 - x surrg-rj. Alors :
w= 2T =1, donc:
L - . )
- Y ) (-1)
S[() = 1 + 23 FE)
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12) Théoréme de Dirichlet

Si f est T-périodique et de classe C' par morceaux, les sommes de Fourier S,[f](x)
convergent pour tout réel x vers la demi-somme des limites a droite et a gauche au

f(x) + f(x")
> .

point x : S[f](X) =

Ou l'on anoté : f(X =tller] f(t), et : f(X) =tlirl1+ f(1).

On peut donc aussi écrireh: 0+Ii('f(x + h) + f(x - h))/2 ou plus simplement : (f(x + 0) + f(x - 0))/2

- Cas patrticuliers 1l s'en suit que si f est continue au voisinage de x alors S[f](x) = f(x).

Il existe un cas particulier fréquemment rencontré, quand f est définie sur une période,
c'est-a-dire un intervalle semi-ouvert, par une fonction qui, elle, est de classe C! sur le
fermé correspondant. Par exemple f(x) 12périodique définie sur it 1 par f(x) = x2; dans ce cas, pour
tout xOJkm, (k+ ] (koz) : S[fI(x) = f(x) = (x - k), et : S[fl(kn) = ((-M)? + T@)/2 =T8.

- Remarque Danscesconditions, l'intégralele f? est égale a l'intégrale &{f]* sur [0, T] donc :||S[f]|| = ||f}
Cette égalité appuie, sans la démontrer, la valittla formule suivante dite « de Parseval ».

- Exemple Pour f2repériodique avec : f(x) =1 - x surtd-r]. Alors, si xR : On cherche O ]-, 14
tel qu'il existe une entier relatif k vérifianic=x, + 2kit. Ainsi: k = -E4 —%T), et:

f(x) =f(xo)) =1-%=1-x- AEQ - %[) =1+ Zzlﬂ)'iﬂm pour x[O m+2nZ, d'aprés le théoréeme de
Dirichlet.

Si xOm+2nZ, alors sin(nx) = pdonc : S[f](x) = 1 =.(f(-1t") + f(17)) = 3.((1 + 1) + (1 - ™)), le théoréme de
Dirichlet est bien vérifié.

- Attention: La fonction f quivaut 1 su® et 0 sinon admet la série de Fourier nulle. Elst donc égale

a sa série de Fourier que sBNQ. En outre, la dérivée de la fonction nulle estoeada fonction nulle, tandis
que f n'est dérivable nulle part. Il en résulte gLa dérivée d'une série de Fourier n'est pas néceseainent
la série de Fourier de la dérivée.

13) Formule de Parseval

1T o0
HIf@)12dt = |aol® + 2.5(laal® + [bal?)

- Remarque 1 Soit R(f) = S(f) - f (orthogonal a &), on a le théoréme de Pythagore :2 #f||RIf + |ISO)I[-
D'ou, si ||Rl| converge vers,®n a I'égalité souhaitée ; ce qui est le casepample, si f est continue. On en
déduit, en particulier que la distance entre lesssapace des fonctions continues et le sous-esgateriel
engendré par Vect(A)AE (@0, 2 (SN, n]]) est aussi petite qu'on veut, donc nulle ; maenson, ils ne
sont pas égaux car Vect(A) ne contient que detbemisons linéaires finies alors qu'une fonctiontmue est
en général une combinaison linéaire infinie demélds de A

- Remarque 2 En se plagant dans I'un des espaces préhilberéats, et en opérant aveg,, Aui est une base
orthogonale de Jqu'on peut normaliser ; alors, en écrivant l'alié§ de Bessel-Parseval du 87 :

(@l + 2 (V2 + G282 < IIfF s ceest-adire : WDIF = (IS = & + 3.2, (2 + 1) <
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La formule de Parseval donne I'égalité quand r wems I'infini e qui est bien une conséquence du théoréme dehRiri
quand la fonction est de classé).C

- Remarque 3 Dans certains cas, cette formule permet d'obtbnimeilleures majorations des coefficients de
Fourier que celles qui ont été obtenues précédemmen

- Remarque 4 Si on se référe au chapitre M.4n constate qu'il s'agit, a une constante midépie pres, du
volume de révolution sur une période de la courbéayrne autour de l'axe des abscisses :

v =i Iffdt =T (a + £ S(aF + ).

- Exemple Pour f2repériodique avec : f(x) =1 - x surrd-r. Alors :

Tt <) 2 [ [
1 _q .1 -1 _ . 15l 1i_m
A ICR U EERE R C D EPRERE SERER R i 3

14) Coefficients complexes

On definit, pour une suite complexe ,)(c,, la fonction fR-C, admettant le développement en série de
Fourier complexe suivant :

* T
S[f](x) = Lcaenx avec ¢, = %,jof(t)e-fnwtdt

T . T . .
On peut écrire, pour TN : ¢, =] f(t).cos(raydt-1._{().sin(nundt =25, etalors =252,

En inversant ces formules x a G, etpour iZ0: g =¢ +¢C, et B =i.(c-¢c,) (o0 a et b peuvent étre
complexe}. Et aussi: £=3.(a -i.by) et c,=3.(a +i.by).

- Conditions pour que f soit a valeurs réelles :

100 = &+ 2, (60 + ). 008(150) (6 - €)-5IN(630) = &+ . ((@.C0(u3¢) + b (1),

La condition est donc que, @&t k soient réels, ce qui est réalisé pour=a,.

- Exemple Pour f2repériodique avec : f(x) =1 - x surrd-r. Alors :

T n.
} (-1) . P
C=a=1etpour n£0: g =%rf 1 -t).e"dt = n ' ; les formules de transformation sont vérifiées.
-TC

T
- Remarque Pour fR - R, il est plus simple de calculer pourDrN*, Lo :%fof(t).ei“ﬂdt =g +i.b,.

15)°Exemple

m étant un entier naturel, on cherche les coeffisi de Fourier de la fonctiompériodique définie sur T 11
par: f(x) =t Soit k= 2c,=a,+i.b, (pour n=1) ; il faut d'abord calculer 4aly, et k, en fonction de .1, etc..

" lf m H n m .
H=0= map =R AN "dt=0; o - DD - 1)
- ‘2lnjt-dt— — |o—,—1T.f e't.dt—O,parpartles.ml—'Tlm D) -1 im,
- .

2(m+1) ° n n-mi

On peut aussi calculer, & 2G, = a, - i.b, (pour n=1) ; le début des calculs est le méme :
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(1 + (-1 . it -1)"@ - (1)) i
=0 :Jz(m%—l)ﬂ, J =0 ; par parties :mJ:I n -%.J“_l.

Il convient ensuite de poser p = E(m/2) et dewafcd'abord, par exempleg, lou Jp,.

p . v op a0
On trouve : g, = 2(_1j1_k§02p(2p 1)r']'z'k(+22p 28] , et: p+1=2m2n( L -I(szl)én;

la parité de p

J, est l'un des deux selon

16) Polyndmes orthogonauexercices.

Soit E =R[X]. On assimile les polynédmes formels et les fonstipplyndmiales, et on considére la base
canonique B = (1X, .., X" ...). (Le polyndme 1 est donc assimilé & la fonctionstamte (x. 1), et le polyndme X est assimilé

a idk).

- Sujet général de concourslaroc 2000 Math 2 n{o06t2e, moos6ide

a) Polyndbmes de LegendtePour le produit scalaire (P|Q) I%P(X)Q(x)dx Montrer que la famille
=
2n!
que (L|Q) = O pour tout polyndme Q de degré stricteamieférieur a § ; et que la famille {(n + ¥%).Ln(X)),, ;) €St
l'orthonormalisée de la base. Rontrer que, si &2 : (n + 1).L.1(X) - (2n + D)X.L,(X) + n.L,.2(X) = 0 (établir

(Ln(X)),oy est orthogonale, avec :y(X) = %((X2 - 1)n) (Plus généralement, on peut montrer en intégranpadies
X

que (2n + 1)Xk - (n + 1)L,.; est un polynéme de degré inférieur ou égal)a Montrer finalement que L vérifie I'équation
différentielle : (X - 1).Ln(X) + 2X.Lo(X) - n(n + 1).Ls(X) = 0 (appliquer la formule de Leibniz a: (X1)(¢¢ - 1)))
eta: (- 1oc- 1) .

(n+1)

- Sujets de concourscCP 1997 TPCn{97pxie, m97pcudaMaroc 2003 Math 2 n{o36p2e, mo3s6ide

b) Polyndmes de Tchebyckeste £® espécePour le produit scalaire (P|Q)I_1f(1 - %) "P()Q()dx

Montrer que la famille (X)) est orthogonale, avec :,(Tos@)) = cos(®) ; et que (/:—ZT.Tn(X)) est

nON nON

l'orthonormalisée de la base Biré le changement de variable x = &s(lans lintégrale en n'oubliant pas de précissigne de
sin@). Montrer que si & 2 : (L - X).Ta(X) - X.Ta(X) + n2.T(X) = 0.

- Sujets de CONCOUIEIA 1998 (n9sztie, mossaupaCentrale 2002 Math 1mo2ctie, mocide Centrale 2005
Math 1 (o5ctle, mo5cile

o) Polynomes de Tchebychev d&°2spécePour le produit scalaire (PIQ)I=(1 - x2) PX)Q(X)dx

Montrer que la famille (k{X)) est orthogonale, avec :,(dos@)) =M; et que K/%Un(x))nmm est

sin(®)
l'orthonormalisée de la base Bontrer que si & 2 : (1 - X).Un(X) - 3X.Ux(X) + n(n + 2).4(X) = 0. (Dans tout

nON

I'exercice : 8 Z k).

d) Montrer que: To.y(X) - 2X.T(X) + Tr-a(X) = Upsa(X) - 2X.Un(X) + Upo(X) = 0 ; et qu'on a en outre :
TroTn= TooTen = T s Un(X) = X Te(X). X"

! Adrien Marie Legendre : 1752-1833
2 pafnuti Livovic Tchebychev : 1821-1894
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e) Généralisatiordespolyndmesle Legendre Soit (P|Q) =IZP(x)Q(x)dx et R =dd—):n(((x -a)(X- b)) ;
montrer que c'est une famille orthogonale et queyennant la normalisation, c'est I'orthonormalidée B
Montrer que P vérifie I'équation différentielle : ((X - a)(XB)P)' = n(n + 1)P qui, par ailleurs, n'admet pas
d'autre solution que k,P(k réel etn entier naturel, quelconggesMontrer, enfin, qu'il existe une relation deudence

du type: aP + (X + B)Py + viPa = 0, ou @), (Bn) et ) sont des suites réellesh (e demande pas de les

calculer, bien que ¢a soit possDale

f) Autres familles orthogonales

Polynémes d'Hermité physiques : Pour le produit scalaire (P|Q@) P(x)Q(x)e*dx, relation de récurrence :
Hyey = 2X.H, - 20.H, 1.

+00

Polyndmes d'Hermite probabilistes : Pour le prodsgalaire (P|Q) 3 P(X)Q(x)e*"?dx , relation de
récurrence . kl; = X.H, - n.H,...

Polynémes de Laguerfe Pour le produit scalaire (PleO:P(x)Q(x)e'de, relation de récurrence :

(n+21).L1=2n+1-X).ly-n.Lo1

Polyndmes de Laguerre généralisés: Pour le praghataire (P|Q) :IO P(X)Q(x).Xe™dx , relation de

récurrence : (n+ 1)1 =(2n + 1+ - X).L,- (n +a).Lp1.

1 1,
Polynémes de GegenbatrerPour le produit scalaire (P|Qi_1=P(x)Q(x)(1 -x3 “dx, relation de récurrence :
(n+1).G1=2n +a)X.G,+ (1 - 21 - n).G,.1.

Polynomes de Jacdbi Pour le produit scalaire (P|Q) =P(x)Q(X)(1 - xf(1 + xfdx, relation de récurrence :

2n+)(n+ 14 +B)(2n +a +B).J1 =
2n+1+a +B)((2n +a +B)(2n + 2 +a + B).X + a2 - }?).F - 2(n +a)(n +B)(2n + 2 +a + B).Jr1-

17) Formule de la médiane, identité du paralléloone, théoréme d'Apolloniygors programmg

Formule de la médiane : O (u, v) OE?, |u + VI + |lu - VI = 2(lluIf + [MIP).

Identité du parallélogramme : La somme des carrés des quatre cdtés d'un

parallélogramme est égale a la somme des carrés de ses deux diagonales. (C'est un énoncé
équivalent a la formule de la médiane au point qu'on peut les confondre en une seule proposition possédant les

deux noms).

Il en va de méme du Théoréme d'Apollonius'’ : Dans un triangle ABC, A' étant le

milieu de [BC]: AB? + AC®> = 2AA'®> + BC?/2. La somme des carrés des guatre c6tés d'un
parallélogramme est égale a la somme des carsssdieux diagonales.

'3 Charles Hermite : 1822-1901

4 Edmond Nicolas Laguerre : 1834-1886

!5 Leopold Gegenbauer : 1849-1903

16 Carl Gustav Jacob Jacobi : 1804-1851

7 Apollonius de Perge : filet I siécle avant J.-C.
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- Remarque Toute norme sur E vérifiant la formule de la iaéd est associée a un produit scafajreest
donc une norme euclidientfie

-Cas général Si ABCD est un quadrilatére quelconque, et [ point tel que ABCD' soit un
parallélogramme, alors : AB- BC? + C[¥ + DA% = AC? + BD? + DD™.

Soit A, B', C' les points tels que A'BCIAB'CD et ABC'D soient aussi des parallélogramnidsrs :
O O- 0O -
AA'=BB =CC'=DD.

18) Inégalité de Bessel-Parsé¥dhors programmp

Soit (&)i;; une famille orthonormale de E et ] une partie finie de I ; alors :

T(eilu)® < |ulf|

- Preuve: C'est évident en dimension finie d'aprés une itipa précédente. Si E est de dimension infihigpsséde une base mais un
vecteur donné u ne s'exprime que comme combimdiséaire finie d'éléments de cette base. Il séffisuite de considérer une famille
orthonormale contenant a la fois la famillg) (et une famille orthonormale telle que I'uniors deux engendre un sous-espace vectoriel de
dimension finie contenant. La fin de la démonstration est triviale.

19) Produit vectoriel

On se place dans l'espace euclidien orienté RE muni du produit scalaire canonique et d'une lcasenique
orthonormale directe B ={es, &).

a) Généralités

- Définition: Le produit vectoriel est 'unique applicationififlaire antisymétrique de’Edans E telle que :
fle, &) =&, f(ey &) =@ et f(g, &) =e.

- Preuve: Toute application bilinéaire antisymétrique dé &ur E est complétement déterminée par i, & f(e,, &) et f(e, &) car
avec la bilinéarité et I'antisymétrie d'une apytiaa f on obtient :

f(X1.81 + %€ + X363, V1.6 + ¥2.€ + ¥3.63) = (XaY2 - XoY1).f(E1, &) - (XaYs - Xay1).f(€3, &) +(XaY3 - Xa2).f(€2, &)
Cette détermination est unique si, en plus : 1,(#8, f(e, &), f(es, &)) est une famille libre. Il s'en suit que le puddrectoriel est la seule
application bilinéaire antisymétrique dé Bur E telle que : f(ee) =&, f(e, &) =& et f(g, &) = &.

- Propriétés. 0 (u, v)O E°, uJ(ulv) et \O(UDV), si u et v sontnon nuls (u,\[M) estune base directe
N
et ||@v]f = [full.|IvI].|st,v)|

- Preuves Avec les coordonnées de u:(a, b, ¢) et v:(z)yon obtient Ov:(bz - cy, cx - az, ay - bxd'ou (uv|u) = (Uv|v) = 0. On
utilise ensuite la définition du cosinus qui ne @& pas de l'orientation choisie : ||u]].||vllcels = (ulv) = ax + by + cz d'ou I'on déduit

I'égalité ||ul|.[IVNf 1 - cosEu/,\v) =\/(a2 + b2+ c2)(x2 + y2 + 72) - (ax + by + &z)'oli I'on peut écrire finalement aprés calcul'@eression :
Il IvIL-Isionv)| =\[a2yZ + 2222 + DBXE + D222 + C2x2 + C2y2 - 2abxyae®z - 2 beyz A (bz - cyf + (cx - az) + (ay - bxf = [|uv]|.

- Produit mixte: O (u, v, w)O E> le produit mixte de u, v etw estnoté (ww, et on a les égalités :
(u, v, w) = (Uv|w) (uMIw) = det(u, v, w) On a en outre : ([Tv)[{ulw) = (u, v, w).u

- Preuve: Avec les coordonnées u:(a, b, a):(@, B,y), W:(X, y, z) on obtient aprés avoir effectué les trois calséisarément le résultat
commun: (u,v,w) = + byx + coz - ay - baz - f3x.

18 Friedrich Wilhelm Bessel : 1784-184Blarc Antoine Parseval des Chénes : 1755-1836
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- Proposition: Si un triplet A = (u, v, w) de vecteurs dowinl au moins est non nul vérifie les trois égalités
suivantes : v =w, viw =u et wlu =v, alors A est une base orthonormale directe.

- Preuve: Par définition, si I'un est nul les deux autressgudonc aucun n'est nul. Comme w est orthoganal et v u est orthogonal

a v et w v estorthogonal a u et,walors (u, v, w) est une base orthogonale qus pkt directe. Les valeurs absolues des sinus des
vecteurs pris deux a deux valent donccd qui signifie que : ||w|| =[] = [Ju]l-l[v[] 1Iv]] = [M2ul] = |Jul].[lw]] et (Jull W] = ([v]]-]wi]

d'ou I'on déduit facilemenp4r substitutioh que les trois vecteurs sont unitaires

b) Conservation du produit vectoriel

- Proposition: Les seules applications de E dans E conselwanbduit vectoriel f(u)cfv) = utv) sont ig
et -ick.

- Preuve: on a f(g)tf(e;) = ele, = & = f(e)le; et f(e)les; de méme f@f(es) = eles = @ = f(e)de et f(e)de;; enfin
f(es)(er) = eller = & = f(e)Ue, et f(g)le,. Il s'en suit que f(@ est colinéaire a e f(e;) est colinéaire a ,ef(e;) est colinéaire a ze

et ils ne sont pas nuls ; par conséquent, formenx @ deux des angles droits, on a J)[f(#f(e)|| = [If(e)I|-lIf()]] = lIf(e)]|-]|f(e)]] = 1, d'ou

ils sont unitaires donc f(p=te;, f(&) =te,, f(&) = e, et pour avoir les égalités initiales il n'y a qleux solutions : soit trois signes
« + », soit trois signes « -l reste a montrer que f est linéaire ; pouwrt twiplet de vecteurs ,wl', v et tout réela, on a les égalités
suivantes : ff.u)f(v) = a.ulv = a.(ulv) = a.fu)f(v) = (f(a.u) - a.f(u))f(v) = O ; en remplagant v par les vecteurs de la base, o
montre que ff.u) -a.f(u) = = car il ne peut pas sinon étre colinéaire a taisctions distinctes. On démontre de la méme fagenla
somme est aussi Vérifiée : f(u + u') - f(u) - ¥@'C:. Il s'en suit que les deux seules applicatioréslires convenables sontg iét -idk.

- Propriété: Soit f une application de E dans E telle gour tout couple (u, V) de vecteurs on ajaliée :
f(ulv) = f(u)K(v) ; alors f possede les propriétés suivantes :

det(f(u), f(v), f(w)).f(u) = f(det(u, v, w).u)

f(Og) = Q.
f transforme toute base orthonormale directerenhase orthonormale directeoq ||u|| = 1= |If(u)]| = ).
OuDE et0aOR, uz 0 = f(a.u)d Vect(f(u)) @ou f(-g =¢.f(e) pour i0{1,2, 3} avece =+1).

O (u,V)OE, [lull = [Vl IfWl = lIf)]

O¢ fonction réelle :0 ud E unitaire etD a O R, f(a.u) =@a).f(u) & ®0)=0 @1)=1 etg-1)=-1).
En outre :@oB) =@0)@B). Donc: DuOE etOa OR, fla.u) =¢@a).f(u).

f estimpaire et pour tout réel positif x afttoationnel r fauf x=r=9: @x") = @(x)".

Si f est continue au voisinage d'un vecteurairgitdonné, elle est continue partout ; alaps est
continue et il existe un réel a tel que pout téel positif x : @(x) = ¥ (Si x<0 alors@(x) = -(-x)?).

Si a=1 alors f estlinéaire et si f eséliire alors c'est une rotation.

- Preuves La premiére propriété provient du fait que EC(uDw)) = f(UDv)OF(uDw) = (F(u)F(v)) O(f(u)CF(w)) . Ensuite, pour tout
vecteur u on a f(0g) = f(uOg) = f(u)f(Og), d'ou f(Og) est orthogonal a lui-méme ce qui implique qu'il est. L'image d'une base
orthonormale directe est une base orthonormaletdirgar elle vérifie les conditions de la propositdua). Il s'en suit qu'étant donné un
vecteur non nul uon peut construire une base orthonormale dirdofe,, W) avec = u/|[u]| On a les égalités successives suivantes :
f(a.u) = fa||ul|.4) = f(a||u]]-4Ous) = f(a||u]]-¥) Tf(uz) = f(uCa|ul].¥) = f(u)Of(a|ul|.¥), d'ou I'on déduit que d(u) est orthogonal a la fois
a f(w) et f(w) ce qui signifie qu'il est colinéaire a {f(u il s'en suit qu'il est aussi colinéaire a f(Hh outre, comme ces vecteurs sont
orthogonaux deux a deux, les valeurs absoluesides des angles valent 1 d'ou I'on déduit o .l = [|f¢][u]]-w)CF(us)|] = [Ife][ul]-w)l|
car f(w) est unitaire. Il s'en suit que si I'on considénesecond vecteur non nul, ivexiste un vecteur ,ua la fois orthogonal a u et v
d'ou : |[f6.V)|| = |IfeIvIl-wIl- Si |u]] = [Iv]| alors §t)]] = [If¢.v)|] il suffit ensuite de posex =1 pour avoir le résultati est encore plus
évident si les deux vecteurs sont égaux au vectglr En outre : f(-@ = €.f(e), avec le mémee pour les trois a cause de la conservation de
I'orientation. Par ailleurs, en construisant lact@mm ¢ sur un vecteur donné unitairg, pour tout vecteur unitaire u non colinéaire;ail
existe un vecteur unitaire, ecolinéaire a Ue,. Alors: f(.e) = @(a).f(e), et on a: f(@0f(a.e) = f(a.e)f(e) = @a).f(e))H(ey), et
comme f@1.e) = k.f(e;) on en déduit alors que kgfa), c'est-a-dire ff.e) = @(a).f(e;) ; en appliquant le méme procédé a et u on
montre que ff.u) =@a).f(u). Il est évident quep(l) =1 mais@-1) = -1 car la base indirecte {-ee, -&) doit avoir pour image une
base indirecte. En outre, u et v étant deukevs unitaires non colinéaires :

() P(R)-F(U)CK(v) = (o). f(u)D(B)-f(v) = f(or.u)K(B.v) = f(or.uB.v) = f(aB.ulv) = f(aB.u)F(V) = gap).f(u)CK(v),

d'ou : @af) = @a)@B). Il s'en suit que si u est un vecteur non nelcpnque, on peut écrire :
f(aB.u/fjul]) =p(aB).f(u/[]ull) =p(or)(B).f(u/|Jull) =p(a).f(Bu/||ull)
et pour 3 = ||u|| on obtient : f§.u) =@a).f(u) ; ca reste vrai si u est nul. En outreest impaire car f¢) = f(-1.a) = f(-1)f(a) = -f(a).
Pour tout rationnel non nul, si x est nul alors I'égalité est triviale.
Soit x un réel strictement positif ; on montre gcurrence que pour tout entier naturel @x") = @(x)".
C'est vrai pour n =0 de fagon évidente, on sspgimnc que c'est vrai au rangAfors :

n+l

@x™) =p(x.X) = @X)Px)" = @x)"
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On a ensuite : 1 (1) = @Xx".x™) = EX")P(x™ = @x)"ex™ d'od @x™ = @x)". De méme si n est non nukcx) = e(x'")") = ex¥M",
d'otr : @x = @)™,
En combinant toutes ces propriétés on arrive adprigté pour tout rationnel rg(x") = @(x)".
Si f est continue au voisinage d'un vecteur ineitdonné alorsp est continue en . Alors :
O0e>0 0On'>0 telqued-1|<n' = |pa) - 1] <.
Soit % >0 donné ek =€'@X) ; alors; pourn =n'X, et a =x/xg, ona: [x-¥ <n = |@X) - Axo)| <Et.
Il s'en suit que@ est continue sur ]0.cdf.
Pour la continuité en ,0l suffit de considérer l'image de la suité’ 2jui est @2)" et qui converge vers. Comme ¢ est continue sur
[0, +oo[ alors f est continue sur. Par suite, pour tout réel x > 0 et tout réeb @: @(x? = @(x)*. Ainsi, pour tout réel x strictement
positif on peut écrire(x) = x* avec a = Inf(e)) car @x) = ") = g(e)"® = UM = yin(ae)
Si a=1alors @ estl'identité et : §.u) =a.f(u) pour tout réela et tout vecteur .u
Si u et v sont deux vecteurs colinéaires aldsl + v) = f(u) + f(v) car v = k.u du le contrairp et ainsi :
f((1 + k).u) = (1 + k).f(u) = f(u) + k.f(u) = f(uy f(v).
On suppose donc que u et v sont deux vecteursalinéaires ; alors pour tout couple de réeisp] on a I'égalité suivante :
(f(u + v) - f(u) - f(v))If(a.u +B.v) = C.
C'est en effet égal a :
f(u + v)f(a.u +B.v) - fu)Xf(a.u +B.v) - f(v)f(a.u +B.v) = f((u + vJ(a.u +B.v)) - f(uXa.u +B.v)) - f(v(a.u +B.v)) =
f((B - o). (udv)) - f(B.(uv)) - f(a.(vCu))) = Q.
Or, en faisant variera et B on obtient au moins deux directions différentas @an sait que deux vecteurs orthogonaux ont degem
orthogonales. Comme le seul vecteur colinéaireux d@ections distinctes estg Galors f(u + v) - f(u) - f(v) = g, d'ou f est linéaire. En

conclusion, une application linéaire de I'espadetramsforme une base orthonormale directe en bahenormale directe est une rotation

- Conclusion f est entierement déterminée par l'image dwolae unité et la fonctionp; en outre, l'image
de la boule unité est donnée par la restrictionedwotation, tandis que sp est continue c'est une fonction
puissance. En notant U la boule unité et Reddriction de f a U qui est aussi la restricttbune rotation
d'axe dirigé par un vecteur non nul e et d'arlér =R,) et a un réel positif tel que si x > @x) =X (et

@-x) = g(x)), alors pour & Og: f(u) =@(]|ul]).R(u/|[u]/)d'ol : f(u) = ||u1]l.R(u).

i Commencons pda norme; il faut montrer que 0 >0, On >0 telqueOxOU, [x-all<n = ||IX||-]|lall | & C'est évident pour
n =¢ avec la seconde forme de l'inégalité triangulaire

Avec la loi externe on a aussi besoin d'une norme produit A, §j|| :\,)\2+ [IX]|2; dou M x) - (k, @l = IN-k x-3a)] <n =

VI -kE+[Ix-afl<n = M-kl <n et [x-allq = [hx-kall = N.(x - &) + & - k).all< MLl - all +3 - KL [lal| < (K] #)n +nlfal| 1
suffit donc de choisim tel que :n2+ (k| + ||alff=€; n= (\[(|k| + ||lalp+ 4e - |K| - ||a]])/2 convient. Le produit externedzsic continu.

Pourl'addition : e >0, On >0 tel que ||(x,Y) - (&, b)|Ick=¢€/2 = ||(x-ay-b)|| <€/2 = \/||x -aff+|ly - bfi<e2 = ||x-al| </2

et |ly-b|]|</2 = ||[(x+y)-(@a+b)]|=|x-a+y-§||x-al|l + ]|y - b|| & L'addition est donc continue.

Pourle produit scalaire: O & >0, On >0 telque ||(x,Y) - (a,b)[|<inf{1, n) = |(X]y) - (@lb)| = |(x - aly) + (a]v - B]|x - a|l-[lyl| + llall-]ly - bl|
grace a l'inégalité triangulaire et celle de Cau8bhwarz ; donc: |(x]y) - (alb)|rK]lyl| + ||all) et comme |ly|| < ||b]|, ©rl obtient le
résultat pourn =¢/(||a]| + |b]| + 1JRemarque : on a deux démonstrations interchangeaiger la loi externe et le produit scalajre

En ce qui concernene application linéaire f ; soit un vecteur quelconque aors: 0e>0, On >0 telquedx0OU, ||x-a|]|<n =
|If(x) - f(@)|| = |If(x - a)|| €. Soit y =x - a; alors si f estcontinue en Qy|| <n = ||f(y)|| <€ ; donc la continuité de f eng Oest
équivalente a la continuité sur E tout entier ESiest de dimension finie et que f n'est mamplication nulle pour laquelle c'est trivial, soit
une base orthonormale B 5,(e, ..., 8) et y=y.e+y.&+..+y.e: [yl <N = |yl <n pour tout i Soit M un majorant des ||
Pour n =¢/nM, on obtient |[f(y)& |yi|-If(&)] + [yel-If(&)] + ... + |y|.[f(e)] < MM =¢, d'ou la continuité de. f

C'est a peu prés la méme démonstration pour |dicaipns bilinéaires, en remplagant f(x, y) -,ftg par f(x - a, y) + f(a, y - b)cf( le
produit scalairp

Par ailleurs, les formes linéaires du type de ¢gpsition sont continues car le produit scala@st!'

Enfin, si on montre que (MAkMk) est continue, en sommant des fonctions de eedyppaura prouvé la propositiorite >0, [0n >0 tel
que: [IM- NIl <n = [AM" - AM| = [IA]LIM - MILIM™ + MM, + .. + MM + Mo || ; et comme [|M]| < |1 +n, on choisit
N < [IMoll, et ainsi : [IM* + M““Mo + ... + MMs? + M| < k.2™(|M§Y||. Par suite 1 = inf{|[Mo]}, £/(k.2"||M5[[.||All)} convient.

" Etant donné un réed > 0 et le prolongement; fsur l'intervalle [x X1], il existe un entier naturel non nul n tel gew,notant N le
maximum de § sur l'intervalle J; = [Xc + i.(Xs1 - X)/N] (pour 0<i<n) et m; son minimum, alors : |M- m| <e. Il suffit de poser :
Ox) = m; et P(x) = M.

Proposition voisine Soit f est une fonction continue par morcesui [a, b] et un réel quelconque>0, alors il existe une fonctiorp en
escalier sur [a, b] telleld x O [a, b], [f(x) - @x)|<e.

- Preuve: Etant donné un réed > 0 et le prolongement, fsur l'intervalle [, X«1], il existe un entier naturel non nul n tel gele,notant
My le maximum de f sur l'intervalle J; = [X¢ + i.(X+1 - X)/N] (pour 0<i<n) et m; son minimum, alors : |M- m| <e. Il suffit de
poser :@(x) = (My; + m.;)/2 sur ;.

" 'ensemble des fonctions T-périodiques de cla@ksepar morceaux, de classe @ gauche aux points de discontinuitésgectivement a
droite) est un espace préhilbertien rées onctions continues en sont un cas partidulier

Il faut au passageléfinir l'intégraled'unefonction continuepar morceaux Etantdonnée@ continuepar morceaux sur [ab] selon la
subdivision adapté& = (%, X1, ..., %), On noteqx le prolongement par continuité geau segmenfxy, Xw1] pour toutk O [0, n - 1. Alors :
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n-1 X1

] :cp(t)dt =Z] a@d

3 3 3
Par exemple, soit : {f(x) =x si ®x1, f(1) =3}, et: {g(x) =x si ¥ 2, g(2) =0}; alors :Iof(t)dt =§og(t)dt =Iot.dt =9/2

Il existe un autre espace préhilbertien réel, cets fonctions T-périodiques continues par morceguiiant la condition de Dirichlet :
OtOR, f(t) = (f(t) + f(t"))/2 (es fonctions continues en sont un cas partiqulier
n n

Vv Autre démonstration Soit S= k%bk.sin(kx) ; alors @ 2.8sin(x/2) =k§1 b.(cos((2k - 1)x/2) - cos((2k + 1)x/2)) =
n-1
b;.cos(x/2) - h.cos((2n + 1)/2) Jlr;l(bm - h).cos((2k + 1)x/2) ; Si x estcongrua O mod@w, la série initiale est nulle et la convergence
est évidente. Sinon, comme, lend vers 0 alors la limite de, ®xiste dés lors que la série de terme général -(by).cos((2k + 1)x/2)
converge Mais cette série converge absolument car :
[(beea - B).cos((2k + 1)x/2)k by - be qui est positif par hypothése et est le termeég@d'un télescopage.
On fait exactement la méme démonstration avecdsisigs car : 2.sin(x/2).cos(kx) = sin((2k + 1)x/2)n((2k - 1)x/2)
¥ Notons plus simplement,@&) la somme de Fourier de variable ex remplagons les coefficients de Fourier par éegpression intégrale :
T n T n T .
_2 1 . . _2 1 _2 sin((2n + 1t - X)/2) ,
S(x) = TJ‘Of(t)(2 + gi(cos(l(ox)cos(kot) + sin(kx)sin(kot)))dt —Tjof(t)(2 + g{cos(lo)(t - X)))dt —Tfof(t; 2.sin@(t - X)/2) dt (en passant

par la somme des exponentielles complgx&ette derniére expression dg(xp s'appelle : intégrale de Dirichlet. Par un gienchangement de

) s L _— sin((2n + 1t/2 .
variable, la convergence de cette intégrale senmaraécelle de I'lntegralé_[of(x + t)—gm%zdt, et par soustraction dg domme on

T T i
CAp o sin(@2n + ot/2) . _1 sin((2n + 1t/2) .
a: TIo t =1 €nrevenant aux cosinus S(x) - f(x) = TIo(f(X +1) - f(X) Sin@U2) t doit tendre vers .0

sin(t/2)
T
Pour x donné, en notami(t) = (f(x + t) - f(x))/sin@t/2), l'intégrale : ,l:f @t)sin((n + Y2t)dt tend vers 0 quand n tend vers l'infini
n

- . o 1 T 1 . .
En intégrant par parties, on arrive a,:zler—l/zp[cp(t)cos((n + 120)] ; + o+ 1/2)»[” @(t)cos((n + ¥t)dt. Si M est un majorant deg | et

|@] alors: M < (2 + T)M/nw, d'ou la convergence vers 0

Il reste a établir la convergence sur les deuxvaties [0,n] et [T -n, T]. Le second se traitant sur le méme mode que Endeon ne
fera la démonstration que pour le premier ; comfmest continue, et du fait que la limite quandtgnd vers 0 de sin(y)ly vaut dna:

Oe>0, 0On>0 telque [t § = [f(x +1) - f(x)] < L/n(2n + 1) eﬁﬂi%ﬁ < (2n + 1)(1 + Un)d'od linégalité suivante :

n : n
Ijo(f(x +1) - f(x) sin s?r?(u-:t/:;) 2 t| <fo((2n +1)(1 + 1/n)/n(2n + 1))dt g(1/n + 1/n?) quitend bien vers. Ceci achéve la démonstration.

Vi . . . 2 £ oz P £t
Un espace vectoriel muni d'une norme est appekéspace normé. Un espace normé réel dont la noénfeeva formule de la médiane
est donc préhilbertien.

Vil Soit les applications f et g définies par(x, f/) = (||x + yﬁ - Ix - yﬁ)/4, et: g(x,y,z) =f(x,y+2) - f(x, y) - f(x,)zpour tout triplet
.y, 20 E. Ona: 89(xy,2) = 2x +y +lll-x +y + 2f) - 20x + yfi- [Ix + v - 20l + 2fi- 1x + 2f) ; d'ow, en réunissant les
termes : g(x, v, 2) = 2(|Ix + y + 1 [|-x + ) - 201x + y + Zf|+ [Ix + vl - 2(1Ix + zfl- [|-x + zf). Il ne reste plus qu'a appliquer la formule
de la médiane : g(x, Y, z) = ||2x +221|||2x - zﬁ+ 2(|]-x + zf|- [Ix + zﬁ) . On remarque que cette derniére expression pendépas de vy ;
d'ou: g(x,v, z) =g(x, 0, z) = -f(x, 0) = (|fx-||||x|f)/4 =0 etonaalors: f(x,y+ z)=1f(x, y) + f(x,.2)'autre sens est obtenu par symétrie
car f(y, x) = f(x, y) On pose ensuite pour y fixé: h(x) = f(x, ¥lle vérifie donc h(x + x') = h(x) + h(x')l s'en suit que pour tout entier
naturel n elle vérifie h(nx) = n.h(x3e qui se démontre tres simplement par récurrétaresuite : 0 = h(0) = h(nx + (-nx}J'ou I'on déduit
h(kx) = k.h(x) pour tout entier relatif . ibe méme, pour tout entier naturel non nul gaonh(x) = h(g.(x/q) = q.h(x/q)d'ou I'on déduit
que : pour tout rationnel r: h(rx) = r.h(Qette propriété étant vraie pour tout rationeéé le sera pour tout réel si h est continue. On
définira par la suite que c'est le cas si pour el E: Oe >0, On >0 tel queOxOE, |x-x%||<n = [h(x) - h(¥)| <t, c'est-a-dire :
If(x, y) - 100, Y =[x =%, )| = | {1 - 5+ VI - [1x =% - YIF /4 = [I1x - %o+ YI| - [} - 8- VIl || [} - x+ 1| + [Ix - ¥- V] [/4< € . Il suffit ensuite
d'appliquer l'inégalité triangulaire : |h(x) - BP< 2] - %I[]-12]]x - ¥l + 2|lyll/4 = ||x - ¥l|-(J|x - %] + |ly]]) Sachant que y est fixe, si on
pose :n < (\/4& +|lyll - llvl)/2 , on arrive bien & |h(x) -ohi(x . Il s'en suit que &.x, y) =a.f(x, y), et on obtient l'autre coté par symétrie.
Ainsi, f est bien une forme bilinéaire symétriquleest simple de démontrer qu'elle est définisite.



