
Mathématiques 27 novembre 2011Devoir surveillé 3(durée : 3 heures, sans 
al
ulatri
e)Exer
i
e 1 (8 points)Résoudre les équations di�érentielles suivantes :1. y1 � px� 1qy � x� 1 sur R ave
 la 
ondition yp0q � 1.2. 2xp1� xqy1 � p1� xqy � ?
x sur s0, 1r.Exer
i
e 2 (12 points)

k étant un nombre réel �xé, on 
her
he les solutions de l'équation di�érentielle sur R :pEkq : y2 � 2ky1 � pk2 � 1qy � sin t� tektOn appelle pFkq et pGkq les équations di�érentielles :pFkq : y2 � 2ky1 � pk2 � 1qy � sin tpGkq : y2 � 2ky1 � pk2 � 1qy � tekt1. Résoudre l'équation homogène pHkq asso
iée à l'équation pEkq.2. On suppose dans 
ette question que k � 0.Déterminer une solution parti
ulière y1 de l'équation di�érentielle pF0q.3. On suppose dans 
ette question que k � 0.Déterminer une solution parti
ulière y1 de l'équation di�érentielle pFkq.4. Déterminer une solution parti
ulière y2 de l'équation pGkq.5. En déduire l'ensemble des solutions de pEkq suivant les valeurs de k.Exer
i
e 3 (12 points)Dans 
et exer
i
e, l'espa
e est muni d'un repère orthonormé dire
t R � pO,~i,~j,~kq.Les 
oordonnées des points et des ve
teurs se rapportent à 
e repère.On note :
D1 la droite passant par O et dirigée par ~a �~i�~j � ~k,
D la droite donnée par le système d'équations 
artésiennes " y � z

x � 1
,

Q le plan d'équation y � z � 0En�n, pour tout réel m, Pm est le plan d'équation x�my �mz � 1.1. Donner un ve
teur normal ÝÑnm de Pm, ainsi qu'un point et un ve
teur dire
teur de D.Véri�er que tous les plans Pm 
ontiennent la droite D.2. Cal
uler ÝÑrm � ÝÑnm^~a. En déduire que D1 n'est pas orthogonale à Pm. On appelle alorsRml'unique plan 
ontenant D1 et perpendi
ulaire à Pm. Obtenir une équation 
artésienne de
Rm.3. Déterminer, pour tout réel m, les 
oordonnées dans R de Im, point d'interse
tion desplans Pm,Q et Rm.Ly
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Mathématiques 27 novembre 20114. On note S d'équation x2�y2�z2 � x et Ω le point deQ de 
oordonnées �1

2
, 0, 0


. Pré
iserla nature géométrique de S, ainsi que les éléments géométriques qui le 
ara
térisent.5. Véri�er que Im appartient à S, puis que Im appartient à un 
er
le (indépendant de m)dont on donnera le 
entre et le rayon.Exer
i
e 4 (8 points)On 
onsidère l'ar
 paramétré dé�ni par :"
xptq � 3 cosptq � 3 cosp2tq � cosp3tq
yptq � 3 sinptq � 3 sinp2tq � sinp3tqOn note Γ la 
ourbe représentative.1. Déterminer les ensembles de dé�nition des fon
tions x et yJusti�er que l'on peut réduire l'intervalle d'étude à l'intervalle r0, πs.2. Montrer que :

x1ptq � �6 sinp2tqp1� cos tq et y1ptq � 6 cosp2tqp1� cos tqOn pourra, au 
ours du 
al
ul, exprimer cosp3tq en fon
tion de cos t et sinp3tq en fon
tionde sin t à l'aide des formules de Moivre.3. Dresser le tableau de variations de x et y.Montrer que Γ présente un point stationnaire et étudier l'existen
e d'un ve
teur tangenten 
e point.4. Tra
er la 
ourbe Γ dans un repère orthonormé pO,~i,~jq.
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Mathématiques 27 novembre 2011Corre
tion du devoir 3Corre
tion de l'exer
i
e 11. L'équation di�érentielle peut s'é
rire :pEq : y1 � px� 1qy � x� 1C'est une équation di�érentielle linéaire du premier ordre.L'équation homogène asso
iée est :pHq : y1 � px� 1qy � 0La solution générale de pHq est :
yH � λe

³px�1qdx� λe
1

2
x2�x ave
 λ P ROn remarque que y0 � �1 est une solution parti
ulière évidente de pEq, don
 la solutiongénérale de pEq est :

y � λe
1

2
x2�x � 1 ave
 λ P RLa 
ondition yp0q � 1 impose : λe 1

2
0
2�0 � 1 � 1, don
 λ � 2. La solution de l'équationdi�érentielle est don
 :
y � 2e

1

2
x2�x � 12. L'équation di�érentielle peut s'é
rire :pEq : y1 � 1

2x
y � ?

x

2xp1� xq 
ar x Ps0, 1r, don
 x � 0 et x � 1C'est une équation di�érentielle linéaire du premier ordre. L'équation homogène asso
iéeest : pEq : y1 � 1

2x
y � 0La solution générale de pHq est :

yH � λe� ³
1

2x
dx� λe� 1

2
lnp|x|q � λe� 1

2
lnpxq 
ar x ¡ 0

yH � λ?
x

ave
 λ P ROn re
her
he une solution parti
ulière y0 de pEq (en utilisant la méthode dite � devariation de la 
onstante �) sous la forme : y0 � λpxq?
x
. On a :

y1
0
� 1

2x
y0 � λ1pxq?

xCe qui amène λ1pxq � x

2xp1� xq � 1

2p1� xq , et don
, 
omme 1� x ¡ 0 sur s0, 1r :
λpxq � �1

2
lnp1� xq p�CteqLy
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Mathématiques 27 novembre 2011Ainsi y0 � �1

2
lnp1� xq?

x
est une solution parti
ulière de pEq.La solution générale de pEq sur s0, 1r est :

y � λ� 1

2
lnp1� xq?
x

ave
 λ P RCorre
tion de l'exer
i
e 2
k est un paramètre réel. On note :pEkq : y2 � 2ky1 � pk2 � 1qy � sin t� tektpFkq : y2 � 2ky1 � pk2 � 1qy � sin tpGkq : y2 � 2ky1 � pk2 � 1qy � tekt1. pHkq est l'équation di�érentielle linéaire du se
ond ordre à 
oe�
ients 
onstants sansse
ond membre :

y2 � 2ky1 � pk2 � 1qy � 0L'équation 
ara
téristique asso
iée à pHkq est r2 � 2kr � pk2 � 1q � 0.Son dis
riminant est ∆ � �4 � p2iq2.Ses ra
ines sont don
 r1 � k � i et r2 � r1 � k � i. (Ne pas oublier que k est réel).Les solutions générales (re
her
hées sur R) de pHkq sont don
 les fon
tions :
yHk

� e
kt pA cos t�B sin tqave
 pA,Bq P R22. On suppose dans 
ette question que k � 0.Déterminer une solution parti
ulière y1 de l'équation di�érentielle pF0q.pF0q est l'équation di�érentielle du se
ond ordre, linéaire à 
oe�
ients 
onstants :
y2 � y � sin tOn 
her
he une solution parti
ulière de l'équation di�érentielle pF 1

0
q : y2 � y � e

it dans
C sous la forme z1ptq � pαt � βqeit. En e�et, dans 
e 
as parti
ulier, le 
oe�
ient del'exponentielle (i) est solution simple de l'équation 
ara
téristique. Le polyn�me re
her
hédoit don
 être d'un degré n� 1 par rapport au polyn�me du se
ond membre.

z1
1
ptq � piαt� α � iβqeit

z2
1
ptq � p�αt� 2iα � βqeitAlors z2

1
� z1 � 2iαeit. Ce qui donne par identi�
ation :

z1 est solution de F 1
0
� α � �i

2Don
 z1 � �i
2
teit � 1

2
t sin t � i

2
t cos t est une solution parti
ulière de pF 1

0
qFinalement, y1 � Im z1 � �1

2
t cos t est une solution parti
ulière de pF0q.Ly
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Mathématiques 27 novembre 20113. On suppose dans 
ette question que k � 0.Déterminer une solution parti
ulière y1 de l'équation di�érentielle pFkq.On re
her
he une solution parti
ulière de pF 1
kq : y2 � 2ky1 � pk2 � 1qy � e

it dans C, sousla forme z1 � λeit (ave
 λ P C).
z1
1
ptq � iλeit

z2
1
ptq � �λeitAlors :

z2
1
� 2kz1

1
� pk2 � 1qz1 � ��λ� 2ikλ� pk2 � 1qλ� eitOn résout don
 l'équation d'in
onnue λ :�λ� 2ikλ� pk2 � 1qλ � 1� λpk2 � 2ikq � 1� λ � 1

kpk � 2iq� λ � k � 2i

kpk2 � 4qDon
 z1 � k � 2i

kpk2 � 4qeit est une solution de pF 1
kq.On en déduit alors que y1 � Impz1q est une solution parti
ulière de pFkq.

y1 � Impz1q � k sin t � 2 cos t

kpk2 � 4q4. On re
her
he une solution parti
ulière de :pGkq : y2 � 2ky1 � pk2 � 1qy � tektsous la forme y2ptq � pat� bqekt.
y1
2
ptq � pkat � a� kbqekt

y2
2
ptq � pk2at � 2ka� k2bqektPar identi�
ation, on obtient l'équivalen
e :

y2 solution de pGkq � "
a � 1

b � 0Don
 y2 � tekt est une solution de pGkq5. En utilisant le prin
ipe de superposition, on en déduit �nalement l'ensemble des solutionsde Ek :(a) Si k � 0 yptq � A cos t�B sin t � 1

2
t cos t � t ave
 pA,Bq P R2(b) Si k � 0 yptq � e

ktpA cos t �B sin tq � k sin t� 2 cos t

kpk2 � 4q � tekt ave
 pA,Bq P R2

Ly
ée Jean Perrin 2011/2012 5 / 9 Devoir surveillé 3



Mathématiques 27 novembre 2011Corre
tion de l'exer
i
e 3
D1 la droite passant par O et dirigée par ~a �~i�~j � ~k,
D la droite donnée par le système d'équations 
artésiennes " y � z

x � 1
,

Q le plan d'équation y � z � 0�m P R, Pm est le plan d'équation x�my �mz � 1.1. Un ve
teur normal de Pm est ÝÑnm

�� 1

m�m �

D est dé�nie 
omme l'interse
tion des plans :
 P1 d'équation 
artésienne y � z � 0 dont un ve
teur normal est n1

�� 0

1�1 �

 P2 d'équation 
artésienne x � 1 dont un ve
teur normal est n2

�� 1

0

0

�
La droite D admet don
 le ve
teur ~u � ÝÑn1 ^ÝÑn2 
omme ve
teur dire
teur. ~u�� 0�1�1 �
Le point Ap1, 0, 0q (en posant z � 0) est un point de la droite D.La droite D peut don
 être dé�nie par le point A et le ve
teur ~u.En�n, pour tout point Mpx, y, zq de D, 
omme " y � z

x � 1
, on a Mp1, y, yq, et l'on véri�eque x�my �mz � 1�my �my � 1. Don
 M P Pm.La droite D est don
 
ontenue dans tous les plans Pm. Ce que l'on peut é
rire D � Pm.2. ÝÑrm � ÝÑnm ^ ~a � �� 1

m�m �
^�� 1

1

1

�
� �� 2m�m� 1�m� 1

�
.Quelque soit le réel m, le ve
teur ÝÑrm n'est jamais nul, don
 D1 n'est pas orthogonale à
Pm.On appelle alors Rm l'unique plan 
ontenant D1 et perpendi
ulaire à Pm.Le plan Rm est don
 dé�ni par le point O et les ve
teurs ~a et ÝÑnm (qui sont non 
olinéairesd'après l'étude pré
édente).

Mpx, y, zq P Rm � detpÝÝÑOM,ÝÑnm,~aq � 0� ÝÝÑ
OM.pÝÑnm ^ ~aq � 0� �� x

y

z

�
.

�� 2m�m� 1�m� 1

�
� 0� 2mx� pm� 1qy � p1�mqz � 0

Rm admet don
 
omme équation 
artésienne : 2mx� pm� 1qy � p1�mqz � 03. Les 
oordonnées px, y, zq du point Im sont les solutions du système :$&% y � z � 0

x�my �mz � 1

2mx� pm� 1qy � p1�mqz � 0

� $''''&''''% y � �z � m

1� 2m2

x � 1

1� 2m2

z � �m
1� 2m2Ly
ée Jean Perrin 2011/2012 6 / 9 Devoir surveillé 3



Mathématiques 27 novembre 2011Le point d'interse
tion des plans Pm,Q etRm est don
 le point I

�
1

1� 2m2
,

m

1� 2m2
,

�m
1� 2m2


4.
x2 � y2 � z2 � x � x2 � x� y2 � z2 � 0� �

x� 1

2


2 � y2 � z2 � 1

4� �
x� 1

2



2 � y2 � z2 � �1

2



2Don
 S est la sphère de 
entre Ω

�
1

2
, 0, 0


 et de rayon 1

2
.5. Les 
oordonnées de Im véri�ent l'équation 
artésienne de S. En e�et :�

1

1� 2m2


2 � 1

1� 2m2
� � m

1� 2m2


2 � � �m
1� 2m2


2 � 1� 2m2p1� 2m2q2 � 1

1� 2m2
� 0Don
 Im P S.

Im appartient don
 à S et à Q. Im appartient don
 à l'interse
tion du plan et de la sphère.Comme Ω appartient à Q le 
er
le S XQ est le 
er
le de 
entre Ω et de rayon 1

2
.

Corre
tion de l'exer
i
e 4On 
onsidère l'ar
 paramétré dé�ni par :"
xptq � 3 cos t � 3 cosp2tq � cosp3tq
yptq � 3 sin t � 3 sinp2tq � sinp3tqOn note Γ la 
ourbe représentative.1. On a Dx � Dy � R. De plus �t P R :$''&''% xpt � 2πq � 3 cospt� 2πq � 3 cosp2t� 4πq � cosp3t� 6πq� 3 cosptq � 3 cosp2tq � cosp3tq � xptq

ypt� 2πq � 3 sinpt� 2πq � 3 sinp2t� 4πq � sinp3t� 6πq� 3 sinptq � 3 sinp2tq � sinp3tq � yptqDon
 x et y admettent une période 
ommune 2π. On peut ainsi réduire le domaine d'étudeà r�π, πs. On a également :"
xp�tq � 3 cosptq � 3 cosp�2tq � cosp�3tq � 3 cosptq � 3 cosp2tq � cosp3tq � xptq
yp�tq � 3 sinp�tq � 3 sinp�2tq � sinp�3tq � �3 sinptq � 3 sinp2tq � sinp3tq � �yptqDon
 l'axe pOxq est axe de symétrie de la 
ourbe. On peut ainsi réduire le domaine d'étudeà r0, πs.2. On 
al
ule : "

x1ptq � �3 sinptq � 6 sinp2tq � 3 sinp3tq
y1ptq � 3 cosptq � 6 cosp2tq � 3 cosp3tqLy
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Mathématiques 27 novembre 2011Pour fa
toriser 
es deux expressions, exprimons cosp3tq et sinp3tq respe
tivement en fon
-tion de cos t et sin t à l'aide de la formule de Moivre :
cosp3tq � i sinp3tq � pcos t� i sin tq3� cos

3 t� 3i cos2 t sin t� 3 cos t sin2 t� i sin3 t� cos
3 t� 3 cos t sin2 t� ip3 cos2 t sin t � sin

3 tq� cos
3 t� 3 cos tp1� cos

2 tq � ip3p1� sin
2 tq sin t� sin

3 tq
cosp3tq � i sinp3tq � 4 cos

3 t � 3 cos t � ip3 sin t� 4 sin
3 tqOn a don
 :

x1ptq � �3 sinptq � 6 sinp2tq � 3p3 sin t� 4 sin
3 tq� �12 sinptq � 12 sin t cos t� 12 sin

3 t � 12 sin tp�1� cos t� sin
2 tq� 12 sin tp� cos t � cos

2 tq � �12 sin t cos tp1� cos tq
x1ptq � �6 sinp2tqp1� cos tqDe la même façon :

y1ptq � 3 cos t� 6 cosp2tq � 3p4 cos3 t� 3 cos tq� �6 cos t� 6 cosp2tq � 12 cos
3 t� 6 cosp2tq � 6 cos tp2 cos2 t� 1q � 6 cosp2tq � 6 cos t cosp2tq

y1ptq � 6 cosp2tqp1� cos tq3. Ainsi :
x1ptq � 0 � sinp2tq � 0 ou cos t � �1� 2t � 0 rπs ou t � π r2πs
x1ptq � 0 � t � 0

�π
2

� ou t � π r2πsEt :
y1ptq � 0 � cosp2tq � 0 ou cos t � �1� 2t � π

2
rπs ou t � π r2πs

y1ptq � 0 � t � π

4

�π
2

� ou t � π r2πsOn en déduit le tableau de variations en prenant garde aux signes des fon
tions trigono-métriques sur 
es intervalles :
t

x1
x

y

y1

0
π

4

π

2

3π

4
π

0 � 0 � 0

77 �3�3

�1�1?
2 �?2

00

3� 2
?
23� 2

?
2 �3� 2

?
2�3� 2

?
2

00

2� 0 � 0 � 0Ly
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Mathématiques 27 novembre 2011On 
onstate l'existen
e d'un point stationnaire en t � π, et :
y1ptq
x1ptq � 6 cosp2tqp1� cos tq�6 sinp2tqp1� cos tq � �cotanp2tq ÝÑ

tÑπ
�8Don
 Γ admet une tangente verti
ale au point Mpπq de 
oordonnées p�1, 0q.4. On 
onstruit la 
ourbe Γ à l'aide du tableau et de la symétrie :

1

2

3

4

5

�1�2�3�4�5�6

1 2 3 4 5 6 7�1�2�3�4
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