
Mathématiques 12 janvier 2012Devoir Surveillé 4(durée : 3 heures, sans 
al
ulatri
e)Exer
i
e 1 (6 points)Démonstrations par ré
urren
e. Les questions suivantes sont indépendantes.1. Démontrer par ré
urren
e que pour tout n P N
� :

ņ

k�1

kpk � 1q! � 1� 1pn � 1q! .2. On dé�nit la suite punqnPN par u0 � 1 et �n P N, un�1 � 1

2
un � 1.Montrer par ré
urren
e que �n P N, un � 2� 1

2n
.3. Montrer par ré
urren
e que �n P N, n3 � n est un multiple de 6.Exer
i
e 2 (12 points)On 
onsidère le plan a�ne eu
lidien orienté rapporté à un repère orthonormal �0,ÝÑi ,ÝÑj �, et lespoints Ap1, 0q et Bp0, 1q.À tout réel λ �xé, on asso
ie la 
ourbe Cλ dont une équation est :

x2 � 4y2 � 2λx� 4λy � λ2 � 01. Montrer que Cλ est une 
onique, et pré
iser sa nature. Donner également les 
oordonnéesde son 
entre Ωλ, de ses sommets et foyers, son ex
entri
ité, et les équations de sesdire
tri
es dans le repère �0,ÝÑi ,ÝÑj �.2. Déterminer le(s) valeur(s) de λ pour lesquelles la droite pABq est tangente à Cλ (on ne
her
hera pas à 
al
uler les 
oordonnées du point de 
onta
t).3. En pré
isant la valeur λ 
hoisie, 
onstruire la 
ourbe Cλ de façon à 
e que 
elle-
i soitins
rite dans le triangle pOABq.Approximation pouvant s'avérer utile : ?5 � 2, 24.Exer
i
e 3 (8 points)Soit f la fon
tion qui à un nombre 
omplexe z asso
ie, lorsque 
'est possible :
fpzq � z2

z � 2i1. Déterminer le domaine de dé�nition D de f .2. (a) Déterminer les ra
ines 
arrées 
omplexes de 8� 6i.(b) En déduire tous les anté
édents de 1� i par f .3. Soit h un 
omplexe.Dis
uter suivant les valeurs de h le nombre d'anté
édents de h par f .4. Déterminer l'image fpDq de D par f .La fon
tion f est-elle une appli
ation surje
tive de D dans C ?Ly
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Mathématiques 12 janvier 20125. f est-elle une appli
ation inje
tive de D dans C ?6. Soit g l'appli
ation dé�nie sur D et à valeurs dans C et telle que :�z P D, gpzq � |z � 2i|2 z2

z � 2i
� z3Soit le plan P rapporté à un repère orthonormé dire
t R � �

0,
ÝÑ
i ,
ÝÑ
j
�.Soit Γ l'ensemble des points M du plan d'a�xe z tels que gpzq est un imaginaire pur.(a) Soit z un 
omplexe appartenant à D de partie réelle x et de partie imaginaire y.Trouver la partie réelle et la partie imaginaire de gpzq.Montrer en parti
ulier : Repgpzqq � 2x3 � 2xy2 � 4xy.(b) Montrer que Γ est in
lus dans la réunion d'une droite ∆ et d'une 
onique C. Pré
iser

Γ.(
) Déterminer la nature de C. Pré
iser le 
entre et les axes de C.Déterminer l'ex
entri
ité de C ainsi que les 
oordonnées de ses foyers dans le repère
R.Petites Mines 2006Exer
i
e 4 (6 points)On 
onsidère l'appli
ation f de R

2 dans R2 dé�nie par :
fpx, yq � px� 4y, 2x� 3yq1. Démontrer que f est bije
tive2. Soit ∆ �  px, yq P R

2, x� 2y � 1
((a) Déterminer f p∆q(b) Déterminer f�1 p∆q
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Mathématiques 12 janvier 2012Corre
tion du Devoir Surveillé 4Corre
tion de l'exer
i
e 11. Pour tout entier naturel n non nul, on note Ppnq la propriété :� ņ

k�1

kpk � 1q! � 1� 1pn � 1q! �On montre Ppnq par ré
urren
e pour n P N
�
 Initialisation

1

ķ�1

kpk � 1q! � 1

2
� 1� 1

2!
don
 Pp1q est vraie.
 HéréditéOn suppose que pour un 
ertain entier p P N

� �xé Pppq est vraie, 
'est à dire :
p̧

k�1

kpk � 1q! � 1� 1pp� 1q!Montrons Ppp� 1q :
p�1

ķ�1

kpk � 1q! � p̧

k�1

kpk � 1q! � p� 1pp� 2q!� 1� 1pp� 1q! � p� 1pp� 2q! d'après l'hypothèse de ré
urren
e� 1� p� 2pp� 2q! � p� 1pp� 2q!� 1� 1pp� 2q!Don
 on a Ppp � 1q.
 Con
lusion Don
 par ré
urren
e, on a démontré Ppnq pour tout entier naturel non nul
n.Don
 : �n P N

�, ņ

k�1

kpk � 1q! � 1� 1pn� 1q!2. Pour tout entier n on note Ppnq la propriété � un � 2� 1

2n
�On montre Ppnq par ré
urren
e pour n P N
 Initialisation

u0 � 1 � 2� 1

20
don
 Pp0q est vraie.
 HéréditéOn suppose que pour un 
ertain entier k P N �xé Ppkq est vraie, 
'est à dire :

uk � 2� 1

2kLy
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Mathématiques 12 janvier 2012Montrons Ppk � 1q :
uk�1 � 1

2
uk � 1� 1

2

�
2� 1

2k


 � 1 d'après l'HDR� � 1

2k�1
� 2Don
 on a Ppk � 1q.
 Con
lusion Don
 par ré
urren
e, on a démontré Ppnq pour tout entier naturel n.Don
 : �n P N, un � 2� 1

2n3. Pour tout entier n on note Ppnq la propriété � n3 � n est un multiple de 6 �On montre Ppnq par ré
urren
e pour n P N
 Initialisation
0
3 � 0 � 0 � 6� 0 don
 Pp0q est vraie.
 HéréditéOn suppose que pour un 
ertain entier p P N �xé Pppq est vraie, 
'est à dire :Dk P N, p3 � p � 6� kMontrons Ppp� 1q :pp� 1q3 � pp� 1q � p3 � 3p2 � 3p� 1� p� 1� p3 � p� 3� p� pp� 1q� 6� k � 3ppp� 1q d'après l'HDRL'entier p�pp�1q est pair 
ar 
'est le produit de deux entiers 
onsé
utifs, don
 3�p�pp�1qest un multiple de 6.Don
 on a Ppp � 1q puisque pp� 1q3 � pp� 1q est la somme de deux multiples de 6.
 Con
lusion Don
 par ré
urren
e, on a démontré Ppnq pour tout entier naturel n.Don
 : �n P N, n3 � n est un multiple de 6

Corre
tion de l'exer
i
e 2On 
onsidère le plan a�ne eu
lidien orienté rapporté à un repère orthonormal �0,ÝÑi ,ÝÑj �,et les points Ap1, 0q et Bp0, 1q.À tout réel λ �xé, on asso
ie la 
ourbe Cλ dont une équation est :
x2 � 4y2 � 2λx� 4λy � λ2 � 0Ly
ée Jean Perrin 2011/2012 4 / 9 Devoir Surveillé 4
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Mpx, yq P Cλ � x2 � 4y2 � 2λx� 4λy � λ2 � 0� px� λq2 � λ2 � 4

�
y � λ

2



2 � λ2 � λ2 � 0� px� λq2 � 4

�
y � λ

2



2 � λ2� px� λq2

λ2
� �

y � λ

2



2�

λ

2



2

� 1

Cλ est don
 une ellipse de 
entre Ωλ

�
λ,

λ

2


, de plus, en notant a � |λ| et b � |λ|
2
, onvéri�e a ¡ b, et l'on note alors c � |λ|?3

2
, ainsi a2 � b2 � c2.Les sommets de Cλ sont don
 : Aλ

�
2λ,

λ

2


, A1
λ

�
0,

λ

2


, Bλ pλ, λq, B1
λ pλ, 0q.L'ex
entri
ité de Cλ est e � c

a
� ?

3

2En�n, les dire
tri
es de Cλ sont les droites :
∆ : x � λ

�
1� 2

?
3

2


et ∆1 : x � λ

�
1� 2

?
3

2


2. L'équation de pABq est x� y � 1 � 0.pABq est tangente à Cλ si 
es deux 
ourbes ont un point d'interse
tion unique.Or :
Mpx, yq P pABq Y Cλ � "

x� y � 1 � 0

x2 � 4y2 � 2λx� 4λy � λ2 � 0� "
y � 1� x

5x2 � p2λ� 8qx� 4� λ2 � 4λ � 0 p�qLe dis
riminant de p�q est : ∆ � �16� pλ2 � 3λ� 1q.pABq est tangente à Cλ si et seulement si ∆ � 0

∆ � 0� λ2 � 3λ� 1 � 0� λ � 3�?
5

2
où λ � 3�?

5

23. On 
hoisit λ � 3�?
5

2
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Corre
tion de l'exer
i
e 3 Soit f la fon
tion qui à un nombre 
omplexe z asso
ie, lorsque
'est possible :
fpzq � z2

z � 2i1.
D � Czt2iu2. (a) Soit pa, bq P R

2, on résout pa� ibq2 � 8� 6i. Ce qui revient au système :$&% a2 � b2 � 10

a2 � b2 � 8

2ab � �6 � $&% a2 � 9

b2 � 1

ab   0Don
 les ra
ines 
arrées 
omplexes de 8� 6i sont 3� i et �3� iLy
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Mathématiques 12 janvier 2012(b) On résout
fpzq � 1� i � z2

z � 2i
� 1� i� z2 � p1� iqz � 2ip1� iq � 0Le dis
riminant de 
ette équation du se
ond degré est ∆ � 8� 6i � p3� iq2 d'aprèsla question pré
édente.Les anté
édents de 1� i par f sont don
 z1 � 2 et z2 � �1� i .3. Soit h un 
omplexe.Comme pré
édemment, on résout :

fpzq � h � z2

z � 2i
� h� z2 � hz � 2ih � 0Le dis
riminant de 
ette équation du se
ond degré est ∆ � hph� 8iq.Don
 :
 Si h � 0 ou h � 8i l'équation a une unique solution, don
 h a un unique anté
édentpar f.
 Sinon (si h � 0 et h � 8i) l'équation a deux solutions distin
tes, don
 h admet deuxanté
édents par f .De plus, nous remarquons (et 
'est très important) que 2i n'est jamais solution de 
etteéquation !4. D'après la question pré
édente, tout h P C admet au moins un anté
édent par f dans D.Don
 l'image de D par f est C (fpDq � C) et f est surje
tive.5. D'après 2b, fp2q � fp�1� iq don
 f n'est pas inje
tive.6. �z P D, gpzq � |z � 2i|2 z2

z � 2i
� z3Soit le plan P rapporté à un repère orthonormé dire
t R � �

0,
ÝÑ
i ,
ÝÑ
j
�.Soit Γ l'ensemble des points M du plan d'a�xe z tels que gpzq est un imaginaire pur.(a) On peut 
ommen
er par simpli�er l'expression de g sur D :

gpzq � |z � 2i|2 z2

z � 2i
� z3� |z � 2i|2z2pz � 2iq|z � 2i|2 � z3� z2pz̄ � 2iq � z3� z2pz � z̄ � 2iqSi l'on note x � Re z et y � Impzq ave
 z P D et don
 px, yq P R

2ztp0, 2qu :
gpzq � px� iyq2p2x� 2iq� px2 � 2xiy � y2q2p2x� 2iq� 2

�px3 � 2xy � xy2q � ipx2 � 2x2y � y2q�Don
 :
Repgpzqq � 2x3 � 2xy2 � 4xy .
Impgpzqq � 2x2 � 4x2y � 2y2 .Ly
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Mathématiques 12 janvier 2012(b) Soit Mpx, yq P P :
M P Γ � Repgpzqq � 0 ave
 z � 2i� x3 � xy2 � 2xy � 0 ave
 px, yq � p0, 2q� xpx2 � y2 � 2yq � 0

M P Γ � x � 0 ou x2 � y2 � 2y � 0

Γ est don
 la réunion de l'axe pOyq privé du point p0, 2q et de la 
onique Cd'équation x2 � y2 � 2y � 0.(
) Étude de C :
x2 � y2 � 2y � 0 � x2 � py2 � 2yq � 0� x2 � py2 � 2yq � 0� py � 1q2 � x2 � 1

C est don
 l'hyperbole de 
entre Ωp0,�1q et d'axe fo
al pΩ,~jq.Son ex
entri
ité est e � ?
2, ses foyers sont F p0,�1�?

2q et F 1p0,�1�?
2qCorre
tion de l'exer
i
e 4On 
onsidère l'appli
ation f de R

2 dans R2 dé�nie par :
fpx, yq � px� 4y, 2x� 3yq1. Pour démontrer que f est bije
tive, on démontre que l'équation fpx, yq � px1, y1q admetune unique solution dans R2.On a :

fpx, yq � px1, y1q � "
x� 4y � x1
2x� 3y � y1� $'&'% x � 3

11
x1 � 4

11
y1

y � �2
11

x1 � 1

11
y1En 
on
lusion, pour tout 
ouple px1, y1q il existe un unique anté
édent px, yq. f est don
bije
tive et son appli
ation ré
iproque est :

f�1
:

$&% R
2 Ñ R

2px, yq ÞÑ �
3

11
x� 4

11
y,
�2
11

x� 1

11
y


2. Soit ∆ �  px, yq P R
2, x� 2y � 1

((a) Par dé�nition :
f p∆q � tfpx, yq, px, yq P ∆uSoit px, yq P ∆, x� 2y � 1 don
 x � 1� 2y, ave
 y P R, d'où :

fpx, yq � px� 4y, 2x� 3yq � p1� 6y, 2� yqCe que l'on peut noter fpx, yq � p1, 2q � y � p6, 1q.Ly
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Mathématiques 12 janvier 2012Finalement, si l'on identi�e R
2 au plan a�ne rapporté à un repère 
artésien, fp∆qest la droite passant par le point p1, 2q et dirigée par le ve
teur ~up6, 1q. Cette droitea pour équation 
artésienne x � 6y � 11 � 0 
e que l'on véri�e aisément ave
 ledéterminant par exemple. Don
 :

f p∆q � tpx, yq P R
2, x� 6y � 11 � 0u(b) On détermine f�1 p∆q de la même façon,

f�1 p∆q � tpx, yq P R
2, fpx, yq P ∆uSoit px, yq P R

2, on a :
fpx, yq P ∆ � px� 4y, 2x� 3yq P ∆� 5x� 2y � 1 � 0En 
on
lusion :
f�1 p∆q � tpx, yq P R

2, 5x� 2y � 1 � 0uAve
 l'identi�
ation usuelle de R
2 au plan a�ne, f�1p∆q est la droite d'équation

5x� 2y � 1 � 0.
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