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CCP 2002 - Mathématiques hobpt19.

N.B. : Le candidat attachera la plus grande impodara la clarté, a la précision et a la concision kde
rédaction.

Notations du probléme: Soit n un entier naturel non nul, ,(R) l'algébre des matrices carrées
d'ordre n a coefficients réels. Soit A ][a,., un élémentde MR); i indique le numéro de la

1<j<n

ligne de @, j indique le numéro de la colonne dg. @n appelle trace de A et on note tr(A) le

n
nombre réel tr(A) :i:zlai . 'A désigne la transposée de la matrice A ;(B) est I'ensemble des

matrices carrées inversibles de,(R)) ; |, désigne la matrice unité d'ordre n,(Rg est I'ensemble
des matrices symétriques ;,(R) est I'ensemble des matrices antisymétriquest-a-dire telles que
t

A=-A.

PARTIE I .

1) Montrer que l'application tr est une applicatiinéaire.

2) Soit A et B dans MR). Est-ce que I'on a tr(AB) = tr(A)tr(B) ? Montrgue tr(AB) = tr(BA)

3) Soit P dans GIR) et A dans MR). Montrer que tr(lf’AP) =tr(A).

4) Soit A et B deux matrices semblables. Qua-pe dire de leurs polyndmes caractéristiques ?
Que représente tr(A) relativement aux coeffigedti polynbme caractéristique,(R) de A?
Retrouver ainsi le résultat de la question 3)

5) Existe-t-il des matrices A et B dans,(R) telles que AB - BA = 2I? (Crochet de Li}

6) Soit Al Ay(R). Montrer que tr(A) =0

PARTIE Il . Soit A et B dans MR). On définit (A, B) = tr(A.B).

1) Montrer que l'application : NR)xMn(R) - R, (A, B)~ (A, B), est un produit scalaire sur I'espace
vectoriel M(R). On conS|dereraIespace euclldlenn((HV) ()) pour toute la suite et ||A|NQA A)

la norme associée. On vérifiera que 2]|;A’Z Za.2

2) Montrer que $R) et A(R) sont deux sous-espaces vectoriels supplémentigravi(R).

3) Soit SO S(R) et A AL(R). Montrer que(S, A) = 0. En déduire que AR) = (S,,(HR))D est le
supplémentaire orthogonal dg(®) dans M(R).

4) Soit AO My(R) et A= A"+ A" lunique décomposition de Aelsn la somme directe
S(R)OAL(R). Justifier qued M, M O S(R), ||A - M|f=||A - A'|f. En déduire que :
t -A 2

7

inf 2> 2 (a - my? =

MUSNR) =1 =1



5) Soit f la fonction deR® vers R définie par f(x,y,z) =1 -X)+ (4 -zf+ (2 -yf+ (3 -y}
Montrer que f a un minimum absolu que l'on cacal On précisera en quel point ce minimum est
atteint.

6) SoitA, B, C dansM,(R) telles queAA = A'A et 'BB = BB. Calculer||AC - CBf et |[AC - CB|R.
A r'aide del.2) vérifier que JAC - CBJR- ||AC - CBf = 0. En déduire que (AC = CB)- (AC = CB).

PARTIE Ill . L'objectif de cette partie est d'établir la piéf# suivante par récurrence sur n

<An) : Soit{S1, S, .., S} un ensemble dp matrices carrées d'ordresymétriques permutant 2 a 2 :

OG)O{L, ... pP S§=SS.

Alors il existe une matrice orthogondled'ordren telle queOi O{1, ..., p}, Q'SQ soit une matrice
diagonale.

1) Que peut-on dire de la propriété pour n=17?

2) On suppose que n est supérieur ou égal & gRieda propriété est vraie jusqu'au rang (n L&y
matrices symétriques, S.., S, d'ordre n permutent 2 & 2

2.1) Que peut-on dire si toutes les matricgs..$S, sont diagonales ?

2.2) On suppose dans toute la suite que n®st pas une matrice diagonale. Justifier kerise d'un
entier r, d'un réel A, d'une matrice diagonald d'ordre n -r et d'une matrice orthogonab
d'ordre n telsque:dr<n-1,

) 0 . N .
QS0 :[A(;' A} ou O désigne des blocs nuls etdine figure pas sur la diagonale de

. .. , } A; B; . ,
2.3) Pour I<i<p, on écrit la matnctelS,Ql = [D- C} sous forme de 4 blocs ou; Ast carré

d'ordre r et Ccarré d'ordre n - Montrer que P= tBi et que A et G sont symétriques.

2.4) Pour Ki<p, montrerque 5 =SS, = (AB;=BA et AC; = GA). En déduire que iBet O
sont des blocs nuls.

2.5) Montrer qued (i, j) O {1, .., p}3 SS=SS = (AA;=AA; et GC = GC).

2.6) En appliquant I'nypothése de récurrence a; ,{A., A;} eta {C, .., G} terminer la
démonstration.

3) On considére les deux ensembles de matricedre'deux {A, A,, As} et {C;, G, C3} définis

par :
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3.1) Vérifier que ces deux ensembles vérifientdtthhése figurant dans/n) au début de la partie IlI

et donner un exemple de matrices orthogondkset Q, telles queQ'zlAin et @5)'1095 soient
des matrices diagonales a préciser.

3.2) Soit les matrices d'ordre 4 écrites par $lo§ = ['g' g} 1< i < 3. Donner une base
(

~ 4 z N . .
orthonormée deR™ formée de vecteurs propres communs;aS§ S et indiquer les valeurs propres
correspondantes pour chaque matrice.



