E3) TD : Fonctionsde R dans R" (troisiéme partig

E3.1) commud Soit une applicatiori de classeC® de R? dansR et ¢ de E = ]0, 4o[%[0, 2r] dansR? définie
pour tout couple @, 8) de E par :q@(p, 6) = (p.cosP), p.sin@®)). Soit g = é@. Calculergg(p, 0) et le(p, 0)

en fonction dep, 6 et des dérivées partielles de f; puis calcul%%(tp(p, 0)) +9 ((p(p, 0)) en fonction dep, 6

0y?2
et des dérivées partielles de \grifier ces formules pour f(x, y) = x2 +.y?

- Corrigé: o Jjp, 6] = 3ix, yIxJp, 0].

-o.si %,0) = COS@) (X y)+sin®)2(x, y)
g 0 o of cgs@) p.sin@®) _ ap "y
(ap(P, ) (p )) ( < y) gy y))><<sm(e) p.cosP) ae(p' 0) = -p.sm(e) (x y)+pcose) (x "

: a sin@) dg
6) sm(e) wnXY) = 0056) (P 8)-=5a8(P, 6)
909 9 (COS ) ot of p 38 .
@ (ap(p' ) 5. )) 2sin@) cosg)) = (oY) oyl y)) . y) = sing) Ho, )+ =25 o)

@ WX, Y) —ax(x y) et \(p, 6) = cosp). ap(p 0) - ﬂ;@%g(p G) jouent les mémes roles que f et g

précédemment, de méme pouKxuy) —@(x y) et y(p, 0) —sm@) (p 9)+LS@-%8(D,G), donc :

(%4, y) = cos®) g(p 6)- 10 )
£ 8 (p. 6)

S, y) = sing) g(p 6)+
x, y)—cose) (. 6)- 258 0, 0)
52, y) = sing) 3(p. 8) +° =230, 6)

a(cosB) 55(p. 6)- 2250, ©) 8(cos) 55(p. 6)- 222, ©))
ZEx, y) = cosf). -0, TR

ou; du Lo
= (remarque: a—yl =% Cest le théoréme de Schwhrz

0x2
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ax_ay(X, y) = cosp): ap ) 90
o asin@®) 5P, 0)+ 520, 0) oep ASINE) X0, ©) 5L 0, 6))
L ay2% ¥) = sin@): % o - %
% ik 2.sin@)cosP) o3 sin2@) sin @ 2.sin@)cosP)
2% ¥) = COST) 3P, B) - s (0, )+ 2o, 0+ 5o )+ 2EE=0 T g

o . 9% €0s20) - sin?@) 6% sin(@)cos@) |n(SQCosQ2 c0s2g) - sin?®)
By ¥) = SINB)COSB) 5 5P, )+ o 5e(p, 6) -7 g .;3( 6)- (e, 6) -SSR0, 6)

% . 9 2.sin@)cosP) o* cos?@) cos Qz sm@)cos@)
2, y) = sine) £ %o, 0)+ =2 Ty ) OZ0 T ) 422N ) 2B B g)

N

o Zhioto. ) + Lato, 0) =340, 0) +53%0. 0+ 3540, 0.

® Soit f(x, y) = x2 +y?; alors g—)f((x, y) = 2X etg—;(x, y) = 2y, d'ol :

%(p.cose), p.sin@®)) = 2p.cosP) et g—;(p.cose), p.sin@®)) = 2p.sin@). Finalement :

%g(p, 6) = 2p.cos?@) + 2p.sin?@) = 2p ; ae(p 8) = -2p2.sin@)cos@) + 2p2.sin@)cose) =

Comme ¢gf, 0) = f(p.cos@), p.sin@®)) = p?, il est normal queg—g(p, 8) =2p et %g(p, 0) =

2
on vérifie aussi que (p, 6)+3 ap(p, 6) + 5 aez(p' 6) = 35p. ) =2+2+0=4 et
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ot of _ o , R .
&((p(p, 0)) +a—y2((p(p, 0)) = 2 + 2 = 4 c'est bien le méme résultat.

E3.2) Soit la fonction f sur {(x, yJ R?, x > 0} telle que f(x, y) = (I1dx2 +y?, Arctan(y/x)) ; donner la
matrice jacobienne de sa réciproque): en appliquant la formule de la réciproquéy); par calcul direct. En

déduire la réciproque de la fonction complexe : @z =€, pour %(Z) > 0.

of, 0 X
-z _|ox oy ><2+y2 X2 + y?2
-Corrigé:a) 3= o, oy = Hx, y)] = «
0x Oy x2+y2 X2 +y2

Onnote f(xy)=(y v);alors: u= I1§fx2 +y2 v = Arctan(y/x)0 ]-172, 1/2[, donc cos(v) > OPar suite :
y = x.tan(v) = sin(v).x/cos(v)et comme x/cos(v) >,0y et v sont de méme signe.

Onremplace : u= Imﬁxz(l + tan3(v))) = In(/lecosz(v)) = In(x/cos(v))

d'ou: x =€".cos(v), et donc: y =".sin(v). Alors : J4[(u, v)] = J(x, y)] (; 3(') (

En notant R(v) la matrice de la rotation d'anglalors : J[(u, v)] = €".R(V).

€".cos(v) -e".sin(v)
e'.sin(v) e".cos(v))"

o

0_1 .
b) (U, v) = €".cos(v) e'.sin(v)), donc : = a"f_“ g = 1, v)] = (Z‘;‘,’rf((\,v)) ee(?(l)r;((\\ll)) '
ov

du
Soit Z = x +iy = g(z) = g(u +4iv) =€, pOUI’%(Z) > 0. Commee" " = ¢".(cos(v) +i.sin(v)), alors :

g%(2) = gi(x +iy) = u +iv = Im/x2 + y2+i.Arctan(y/x) = In|Z| 4.Arg(Z), pour Arg(Z)0 ]-Tv2, Tv2[.

E3.3) SoitA et B deux points distincts du plan euclidienfetine fonction dej0, +o[> dansR de classeC".
On définit la fonctiong telle que pour M distinct de A et Bp(M) = f(AM, BM) ; donner son gradient, et la
tangente aux courbes suivantes): AM + k.BM =A ; b) AM.BM = A. (k et A sontdes constantes rée)les

- Corrigé: Soit gM+~ (AM, BM), alors : @ = fog, donc : JM] = J[(AM, BM)]xJj[M] .

g Oy
ox oy
ox Oy

3w = Gu ) T, v), et: §=

Comme g et g sont similaires, le calcul de I'un donnera laiits$ de l'autre :

Pour M(X,y) et A(Xa, Ya),ona: gM)=AM= \/(x - Xa)? + (Y - ya)? donc :

X-Xa ¥Y-Ya
L) =25 et : —Q(M) = Lo, dour : Zeqm) = *50E, et —Q(M) =8 pinsi: M) :[AN‘ AMJ

X - Xg 2-25 )
BM BM
X'XA Y-Ya
Alors : M (aAM BM) Z(AM, BM)) AM -
- = e By Lam, sy M A =
BM BM
of of of
(XA,\;Aa (AM, BM) + BMBa (AM, BM) %\X—a (AM, BM)+YE,\>|L6 (AM, BM)).

. i of of ¥ - ya Of Y-¥e 0
Finalement : gragv] = (XAMA (AM BM) + BMBa (AM, BM))el+(AM N ~(AM, BM) +“5x1 ™ (AM BM)).& =

g- O-
X - X Y-y of X - Xg Y- of AM o BM
Can 6L A ) + 5 (AM, BM). (g’ €1 + gy €) =7 (AM, BM) Ay + 5 (AM, BM) gy

¢ Application :a) Soit f(u v) =u + kv -A, donc : M) = AM + k.BM - A = 0.
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O - 0 -
AM BM R . . .
gradfM] =y + kg est orthogonal a la courbe en M, I'équationadahgente en pMest donc donnée par :
Xo - XB

U N 0~ Xa 0-Ya 0-Ys
(MoMlgradiM]) = 0, d'our : £ + kTE).(x - xo) + (AR + k*Bal).(y - o) = 0.
b) Soit f(u v) =uv -A, donc : M) = AM.BM - A = 0.

|

0 - -
AM BM , . p
grad[M] =BM 3y + AM gy ; '€quation de la tangente en, Mst donc donnée par :

iy . BMo AM, BM, AM
(MoM|gradiM,]) = 0, d'ou : %-(Xo - Xp) +B_M0-(Xo - Xg)).(X - %) + (AMO-(yO - Ya) +B_|\/|0-(y0 - ¥8))-(Y - Yo) = 0.

3,

E3.4) Trouver les applications f de classt d&@ R? dansR telles que :afzgy =0.

- 7 2 . . ~ z
- Corrigé: %(g—;) =0, doncg—i est une fonction affine de, &u les constantes peuvent dépendre de vy :

g—;: v(y).x + w(y). En notant V et W des primitives respectiveswd et w alors :

a%(f(x, y) - V(y).x - W(y)) =Q f(x, y) - V(y).x - W(y) est donc constante selonmais peut dépendre de X :

f(x, y) - V(y).x - W(y) = U(x) = f(x, y) = U(x) + x.V(y) + W(y)

Il faut pouvoir dériver deux fois selon, donc U est de classe?, @andis que V et W sont de classg @ur
que f soit solution de I'équation aux dérivéedigiies ; mais si on veut plus généralement qusoit de classe
C3 alors U, Vet W doivent elles-mémes étre desdaC.



