E) Fonctions de R” dans R".

On considére les espaces euclidiens B"=munis d'une base canonique orthonormale et ddujirscalaire
canonigue, ou m peut valoir, m ou autre selon les cas.

- Rappels

Distance On appelle distance d associée & une norijjel'dpplication de E danR telle que pour tout
couple (u, v) d'éléments de E: d(u, v) = [W|.-La distance associée a la norme euclidienne lestnéme
appelée : lalistance euclidienne

Définition générale Une application d de E darR est une distance si et seulement si elle véefie
trois propriétés suivantes pour tout triplet detsars (u, v, w) :

d(u,v)=0, et: d(u,v) =0= U=V f&xiome de séparatidn

d(u, v) = d(v, u) 4xiome de symétrje

d(u, w)< d(u, v) + d(v, w) ifégalité triangulairk

Il est évident qu'une distance associée a une negrie ces propriétés ; elle vérifie méme uneppidté
supplémentaire pour tout scalaice: d(@.u, a.v) = j].d(u, v)

1) Définition des boules ouvertes, boules ferméeserts et fermés de ERS, propriétés

Boule ouverte de centre a et de rayonB(d, r) = {u O E, d(a, u) < r}.
Sphére de centre a et de rayons(a, r) = {u 0 E, d(a, u) = r}.
Boule fermééde centre a et de rayon B(a, r) = {u JE, d(a, u) <r} = B(a, r)JS(a, r).

En dimension un, une boule ouverte est un intervalieert et une boule fermée un intervalle fermé; e
dimension deux, une boule ouverte est un disquerguyne boule fermée un disque fermé, et une spsrun
cercle.

-Remarque La barre au dessus du B des boules ferméesas#gsigner I'adhérence. L'adhérence d'un
ensemble est le plus petit fermé contenant cetnanlse L'intérieur d'un ensemble est le plus grandea
contenu dans cet ensemble. La frontiere d'un enseesll'adhérence privée de l'intérieur. AinsgHérence
d'une boule est la boule fermée, l'intérieur diomele est la boule ouverte, la frontiére d'une bast la sphére.

U ouvertde E« UDOE etOaldu, Or>0 telque B(a, r) OU.

F fermé de E« FOE etE\F ouvertde E (le complémentaire de F dan3d.E

F ferméde E-~ FOE et(dalOF, Or>0 telque B(a, NF = @)

- Exemples Une sphére et une boule fermée sont des fereéssous-espaces vectoriels de E sont des
fermés. Une famille finie d'éléments de E est un fermé.

Si E =R, les intervalles ouverts sont des ouverts etrisvalles fermés des fermeés. Les ensembles finisi, a
que N et Z sont des fermés tandis qiie et Q ne sont ni ouverts ni fermés

LI est d'usage de mettre une barre au-dessusedsemble pour désigner ce qu'on appelle : son aiteér c'est le plus petit fermé qui le
contient.



Ec2

- Si E estle plan complexe ou le pI&%, les cercles et les disques fermés sont des fetegdisques ouverts
sont des ouverts, les segments fermés sont degdaandis que les segments ouverts ne sont ni tsuwver
fermés. Les polygones fermés comme les triangldssoguadrilatéres sont des fermés. L'intérieur paipgone
est un ouvert et si on lui adjoint sa frontiéreeorfait un fermé, etc...

- Preuves on rameéne la preuve a la boule fermée de centreet@le rayon 1; soit a un point extérieur adale et r = (J|a]| - 1)/2

Alors B(a, nn §(OE, 1) =@ car s'il existe u dans cette intersectilors [|a]| = |la-u+4g|lla-u|| +]|ull<r+1=(la]] + 1} |la|]| <1
ce qui est exclu. La démonstration concernant hegpdemande de compléter cette preuve avec uh pointérieur, mais le raisonnement

est le méme avec r=(1 - [|a[})/2

Soit F unsevde E et x un élément quelconigu€\F ; soit y la projection orthogonale de x suret r=||x -y|| >0 car y n'est pas
égal a xPar suite, comme r est minimal B(x, rfi2f = @ Il s'en suit que EF est un ouvertdonc F estun fermé

Propriétés : E et O sont a la fois ouverts et fermés.
Toute réunion d'ouverts est un ouvert.

Toute réunion finie de fermés est un fermé.
Toute intersection finie d'ouverts est un ouvert.
Toute intersection de fermés est un fermé.

- Preuves Ces démonstrations sont simples et utilisent peumaines d'entre elles les lois de Morfgansavoir que Si(Ai)iDl est une

famille de parties de E alors :\%’Ai =N (ENA), et: EN\NA; = Q(E\Ai). Il faut donc prouver ces deux propriétés, cesgufait par

ol
double inclusion

-Remarque O et E sont les deux seuls ensembles a la fois ouverts et fermés, ce sont en outre des boules ouvertes
(rayons respectifs 0 et ).

- Exemple important : Si E =R, I,=1-1/n, 1/n[ et J=[1/n, 1 - 1/n] pour tout entier naturel>7 ; alors les
I, sont des ouverts mais leur intersection infiraatv {0} qui est un fermé, tandis que les sbnt des fermés
dont la réunion infinie vaut 0, 1[ qui est urvet.

2) Parties bornées

Partie bornée : A bornée = [Or >0 telque AOB(0,r) = Or>0 telque OxOA, |x|]| <r.
A bornée = [Or=0 telque AOB(a, r) = Or=0 telque OxOA, x| <.

- Exemples Une boule de rayon fini, qu'elle soit ouverte ou fermée est une partie bornée (B(a, r) O B(C, ||al| + ). Un sous-
espace vectoriel non réduit au vecteur nul n'est pas borné.

- Proposition: A est une partie bornée de E si et seulesiefjtu|] ud A} est une partie bornée dR.

-Théoreme de recouvrement programm :
A partiebornée = Oe>0, On0O N et (X1, X2, ..., Xn) O E tels que A [J kgl B(xy, €).

Etant donné un réed > 0, toute partie bornée est contenue dans une rétinierde boules ouvertes de rayen
- RéciproquementToute partie contenue dans une réunion finibaldes ouvertesi¢ rayons fini} est bornée.

- Exemple Dans le plan, on veut recouvrir le disque detreer© et de rayon 1 par des disques de rayon
La solution suivante nécessite huit petits disqueschéma avec seulement sept est-il valld®uinze disques
suffisent avec des disques de raypnpeut-on faire mieux ?

2 Augustus de Morgan : 1806-1871
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- Propriétés: Tout ensemble finidont l'ensemble vigeest borné. Un ensemble inclus dans un ensembie lest
borné. Toute intersection de bornés est bornégte téunion finie de bornés est bornée.

-Remarquesi E=R et |,=[n,n+ 1] les } sont bornés mais leur réunion infinie ne l'est pa

- Proposition: Un sous-espace vectoriel non réduit au vectelin'est pas borné.

- Preuve: Soit un vecteur de ce sous-espace? @ ; alors pour tout réela, o.u est encore dans le sous espace, ce qui a pour
conséquence que sa normef.|Jul| n'est pas bornée

3) DansR.

Théoréme de la borne supérieure Toute partie non vide et majorée (respectivement minorée) de R admet une borne
supérieure (respectivement inférieure). (La borne supérieure est le plus petit des majorants ; la borne inférieure est le plus grand des minorants).

Axiome d'Archimede® (hors programmg: Quels que soient les réels x et y, x>0 et y =0, il existe un entier naturel n
tel que nx 2 y. (Une conséquence en est I'existence de la fonctpartie entiere )

Théoreme des segments emboitéisors programmg: Si (Fa), €St une suite décroissante (pour linclusion) de fermés bornés,

alors : nfD}N F.Z 1. Si on a en outre Inlflgo (sup(F,) - inf(F,)) = 0 alors n@NFn est réduit a un point.

- Exemples d'applicatiothors programmg: Si (4) est une suite bornée alors elle admet une hiofégeure g

et une borne supérieure,.bOn applique ensuite le principe des tiroirs n lau moins des deux intervalles
[ag, (& + )/2] et [(a + kn)/2, by] contient une infinité de termes de la suiteganchoisit donc un qu'on note
[ai, by]. Et ainsi de suite, a chaque fois la largeur déeslvalle diminue de moitié, et on obtient ainse wuite
d'intervalles emboités dont la largeur tend versO0 en déduit que de toute suite infinie et boméeéels on
peut extraire une sous-suite convergente.

Ce théoréme est aussi utilisé dans la démonstratiorthéoréme des valeurs intermédiaires : On divise
l'intervalle initial en deux tant qu'on n'a pasuré d'annulation de la fonction ; on s'arrange 4 les images
des deux bornes soient toujours de signes cordraikela fin, on est en présence d'une suite diatks
emboités dont la largeur tend vers 0

- Autres classiquesne fonction périodique admettant une limitéefian o est constante exercicy'.
Une fonction continue de [a] dans lui-méme admet au moins un point fixei. & : g(x) = f(x) - )"

4) Définitiondeslimites etdela continuitéavecla terminologiedesboulesouvertes, des normes ou des distances

Soit E=R°, F=R", E'UE, fE'-F; aJE' et bOF.

Lirr;f(x)=b - [e>0, ONn>0 telque OxOE, |x-a]l<n = [If(x)-b] <E.

3 Archiméde : 287-212 avant J.-C.
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I)in;f(x)=b - [Oe>0, ON>0 telque OxOE, d(a, x) <N = d(b, f(x)) < €.
imfx)=b = Oe>0, ON>0 telque OxOE xOB(a N = f(x) 0B, ).

f continueen a = limf(x) = f(a). Donc :
X-a

f continueen a « [e>0, 0O >0 telque OxOE, |x-a]l<n = [If(x) - f(a)|l <E&.
f continueen a « [e>0, O >0 telque OxOE, d(a, x) <N = d(f(a), f(x)) < €.
f continueen a =« [Jeg>0, OOn>0 telque OxOE, xOB(a, n) = f(x) UB(f(a), €).

-Extension f est continue sur une partie A si et seulenseetle est continue en tout point de Avet la
remarque sur le tracé sans lever le criyon

- Prolongement par continuitési f est définie sur E' et continue sur umesti U de E'et qu'il existe
ald EN\E' tel que I'on ait les deux conditions suivantes :

Or>0 B(a,r)nU#Q,et:Ixirrgf(x):bDF,

on peut alors prolonger f en a par continuitépesant : f(a) = b ; on dit que f admet un @ngement
continu. 6i U estun intervalle réel ouvert alors les sgaints a vérifiant la premiére condition sarg extrémités

- Cas particulier: Si E =R, on peut introduire en plus les notions de limiesle continuité a droite et a
gauche. & gauche on remplace ||x - ajj<par a4 < x < a et a droite par a <x < anj.

- Propriétés: Soit f est définie et continue sur, & K un fermé borné de E
O(a, b)O K2, [If@)ll = inf{llylly O f(K)} et]If(o)ll = sup{llylly O f(K)} .
En particulier si F R, O(a, b)O K2 tels que f(a) = inf{f(x) x O K} et f(b) = sup{f(x), x O K}.
(On dit qu'une fonction continue atteint ses bosesun fermé borr)é
Si E = F =R, limage d'un intervalle est un intervalle:et aussi lthéoréme des valeurs intermédia)yes
L'image réciproque d'un fermé par une applicatmmtioue est un fermé.
(Exemple F={uDOE, a<|u|lc b} est fl([a, b]) par fu- ||u|).

- Application: On définit le diameétre d'une partie bornée 3(A) = sup{d(u v), (u, v) 0 A%} ; lorsque A est
fermé, comme la distance est une application coefialors il existe @ivo) O A? tels que :3(A) = d(lp, Vo).

5) Applications coordonnées, applications partelfopriétés

Soit f:E=R" - Rn, et X = (X1, X2, -+vy Xp)-
@(t) = (X1, X2, «vry Xjo1, & Xja1, s Xp) 5 @ R - R" estla j-éme application partielle de f.

f(x) = (fi(x), f2(x), ..., fa(X)) ; fk:E - R est la k-iéme application coordonnée de f.
- Exemple Pour f(x, y, z) = (x2+ 2y -,zxy2z3), @y(t) = (x2+ 2t - Z xt2z3) fy(X, y, Z) = xy2z3

- Propriété de la limite lim (£,x), £2x), .., £20x)) = (M £(x), 1M F(x), ..., liM £(x)).

- Propriétés de la continuité f continue = ®, @, ..., @ continues. (La réciproque est fausse en général).

f continue < fi, fa, ..., f, continues'.

- Exemples e On note 1, la k-iéme application coordonnée de: isur E ; Si U =€ + X.€& + ... + %.6,,
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alors : m(u) = %. On note quelquefoisiea la place deat..
Ainsi : f continue en & @ continue enr(a) (ourtout k 1<k < dim(E).
On a aussi : ¢ f= Tof (pourtout k 1<k < dim(E)).
e Si f est une fonction vectorielle, ER; alors les applications coordonnées sont desitmwxtéelles. Et, par
exemple pour f=(ff,, ... f) et v=(y, ¥2, ... ¥») O F, comme :
lIf(t) - vil <¢ = OkO[L ], [f(®) - ud <& = [If(t) - vi| <«/ne.
Alors : ![rw;f(t) =v - OkO[1,n], !iIT;fk(t) = Wi

6) Suites a valeurs dans un espace préhilbert@n@énvergence, sous-suites convergentes

Les suites sont des applications de N (ou d'un sous-ensemble) dans R™, sachant que N est un fermé de R.

Convergence : imx,=a « (O0e>0, ONON telque OnON,

Nn- oo

n
Iimx,=a = (Ue>0, ONON telque OnON, n=N = d(a, x,) <¢).
n

n-oo
imx,=a « (0e>0, ONON telque OnON, n=N = Xx,0B(a, €)).

n-oo
limx,=a = lim|x,-a|]|]=0 - limd(a, x,) =0.
N- oo Nn-o

noo

Si xp#a pourtout n: limx,=a < nerNB(a, [Ixn - al]) = {a}.
n-oo

>N = [|x, - a|| <¢€).

e A-t-on: limx,=a = nB(a, X, -all) = {a}?
noo nON

Si Xn = (Xin, Xan, ++.; Xmn) alors : limx, = (a1, @z, ..., am) < liMxn = ax pour tout k (1<k<m).
n- oo n-oo

L'ensemble des suites & valeurs dans G = R" est un espace vectoriel réel. L'ensemble des suites convergentes en est un

sous-espace et I'ensemble des suites convergeant vers Og en est un sous-espace plus petit. . Pour G =R, il ya dans ce
dernier sous-espace un autre sous-espace intéressni des suites telles que la série somme exgav
absolument, car c'est un espace préhilbertierf.réey a aussi celui des suites telles que la sémi@me des

carrés converge ; il est contenu dans le précédent |u,| CV = 2u2 CV.

Propriétés : limx, =a = lim x|l = |lall.
n-oo n-oco
imx,=a et limy,=b = lim (x.ly.) = (alb).
n-co n-oo N-oo
imx,=a et limy,=b = limx,Oy, = alb (si =R%.
n-o n- oo n- oo
ima,=a et limx,=a = lima,.x, = 0.a ((@,) suite de réels).
n-o n-o n-o
lima, =0 et (x,) bornée = lima,.x, = 0c ((4,) suite de réels).
n-oo n-oo

(a,) bornée et lim x, = 0c = lim 0,.x, = 0g ((0,) suite de réels).
n-co N-co

- Suites coordonnée$n notant (,) la k-ieme suite coordonnée de,)(xa valeurs dans G R™, on a
alors, si (x) converge vers a =(a, ..., &) : Inim Xp=a < Lim Xkn = & pour tout entier k: £k<m.
- Proposition: Si une suite converge elle est bornée.

- Preuve: imx,=a - (Qe>0,ONOMN telquedOnOMN, n=N = x,0B(a,g)). Il s'en suit que (x O {X1, ..., %1} OB(a,) ; et
oo

la réunion de deux ensembles bornés est bornée
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- Proposition: Si une suite converge dans E et que f edimeansur Ealors : f(lim w) = lim f(u,).

(Exemple Une suite de polyndmes avec la norme intéb;rale

- Exemple des polyndmesi on prend E R[X], il peut étre muni de la norme euclidienne ou @'narme

intégrale. On a, avec la norme euclidienrin'mn P.=Q = OxOR, Lim Pa(X) = Q(X).
(En assimilant polyndmes et fonctions polynd ¥s
Mais, avec la norme intégrale il n'y a que l'imation : 0 x O R, Lim Pu(x) = Q(X) = Lim P,=Q".

Il faut remarquer qu'il n'est pas évident qu'unigesde polyndbmes converge vers un autre polynéne. D
nombreuses suites de polynémes convergent verfnogon qui n'est pas un polyndme de nombreuses autres ne
convergent p3s; par exemple : ®X) =1+ X + X+ ... + X' converge vers 1/(1 - X)

7) Dérivées partielles. Définition d'une fonctiom dasse € a partir des dérivées partielles

Soit @k (qu'on suppose dérivable) la k-i€me application partielle de f ; alors pour X = (X1, X2, ..., Xp) *

O(xx) = aa—):k(x) = (g—:i(x), g—;zk(x), ey Cf?—)f(';(x)) (dérivée partielle de f par rapporta xy).

“Exemple f(x, y) = (x3y, 2x - 3y, &.cos(y)) ;6—L(x, y) = (2xy, 2, €.cos(y)) g—;(x, y) = (2 -3, € .sin(y)).

f est de classe C' en a si et seulement si toutes ses dérivées partielles existent dans un voisinage de a et

sont continues en a. |l s'en suit que f est de classé 6ur un ouvert U si et seulement si ses apjbicsit
partielles le sont.

-Remarque f peut admettre des dérivées partielles ettpotine pas étre continue. Soit par exemple la
fonction définie par : f(x, y) = xy/(x2 + y?)si((x, y)# (0, 0)) et f(0, 0) = 0 ; alors les deux dérivées plesesont
nulles car pour y =,0@(x) = f(x, 0) = Q et pour x =0 @(y) = (0, y) = 0 (a dérivée partielle selon x en, @ doit

bien étre donnée pour y =0 car sa seule varigiles tandis que la dérivée partielle selon y en0j0doit étre donnée pour x =0 car sa

seule variable est)y On peut aussi remarquer que les dérivées pastigénérales %(x, y) = y(y? - x3)/(x2 + y?) et
of _ i of _of _
ay(x, y) = X(x2 - y2)/(x2 + y2) sont telles que&(x, 0)= ay(O, y)=0

Pourtant, f n'est pas continue en 0 car iltexdes chemins donnant des limites distinctes ekemple : (y =x) et
(y = x).

- Généralisation f est de classe "Csi et seulement si toutes ses dérivées partieliggent dans un
voisinage de a et sont de classe e (attention, ce sont aussi des applications défimiesE), y COMPIIS Si p = eb.

8) Formes linéaires coordonnées, dérivées padidlie forme linéaire coordonnée

Formes linéaires coordonnéesi; telle que, pour X = (X1, X2, ..., Xp) : Th(X) = xx est la k-iéme forme linéaire
coordonnée.

e J
Elle est de classe C!' et ses dérivées partielles sont nulles sauf Tk qui est I'application constante 1. (Elle est

an

donc de classe Q.

p
_lou

o, . il
- Forme linéaire quelconqueSi Y = 01.Ty + 02T, + ... +0,.Th, alors : o :f, et:|P = 2 ox
Kk =1 Kk
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9) Définition générale d'une différentielle a laides dérivées partielles et des formes linéaoesionnées

Une différentielle est une application qui a un vecteur associe une application linéaire ; dx, est I'application (constante) qui
a tout vecteur a associe dx[a] = Tk.
f de classe C!' en a y admet une différentielle notée df telle que :

p p p P
_ af _ _ af1 afz afn
df = k;—axkdxk = (dfy, dfy, ..., dfy) = (k;l—axkdxk, k;l—axkdxk, kzl—axkdxk).

of  of, of, Of,
A Ks—=G" 5 0 =)
vec pour tout o~ xe axe 6xk)

Les coordonnées d'une différentielle sont donc diestibns dans la famille (gdxdx, ..., dx).

df = Lax, + Lax, + ... + Ldx,. oiférentiel i lication linai
. : t ¢ :
0X1 1 axz 2 0Xp p Irrerentielle © un vecteur a pour Image une application lineaire,

a et x étant des
vecteurs, avec
X = (Xlr X2y weny XP) :

of of of i
dffa] = —(a).m + ——(a).m + ... + —(a)np Application linéaire : un vecteur a pour image un vecteur.
00Xy 0Xz 0Xp

dffal(x) = %(a).xl + %(a).xz + ...+ %(a).xp. C'est un vecteur.
1 2 P

Cas particulier : dxx = dmi , dxi[a] = i, dxc[al(X) = Xk.

-Remarque (a x) 0B, df0HE, HE, F)), difa] 0 HE, F), dffa](x) O F.
- Proposition: Si f est une application linéaire alors pour tout vecteur a : dffa] = f.

_Exemplese E=F =R : dfa(l) :%(a) = f(a) = dfia(x) = f'(a).x et: df :%dx = f'dx, ol da] = idg.

aft)=t2+
eE=R et F=R3: f(t) :(b(t) =3t- % Alors :
ct)=t3+5

da\ /a.d (t—2t).dt a'(r).m 2t.idg pas
df = (dg = (b'.da = (t—3).dt ;pour t R : dfit] = (b'(T).ﬂ;J :( 3.idr d‘J ; dfit)(t)= t_( 3 J
d c'.d (t—3t2 + 5).d c'(n).m (3t2 + 5).i 312 +

eE=R et F=R" f estalors une fonction vectorielle ; on aamecl'égalité : d&j(1) =%(a) = f'(a), ainsi

que : dfa(x) = x.f'(a) = (x.{'(a), x.£'(a), ..., x.f'(a)), et aussi : df %dx = f'dx = (f/'dx, 'dx, ..., f'dx).

e E=R? et F=R;soit: f(x, y) = x2y3 + 3x + 2yAlors : %(x, y) = 2xy3 + 3 et : g—;(x, y)=3x3%2+20n a

donc : df =%dx +g—;dy S d'ou : dffer, BJ(x, ) = (2083 + 3)x + (3B2 + 2)y.

e Application a variables séparéest =R et G =R; soit f de E dansR telle qu'il existe p
fonctions réelles 5f f,, ..., f, pour lesquelles : f(x) F(k.) + f2(x2) + ... + f(Xp). Alors :

@) = (@), et dlall) = fr(@)x: + (@) + .. + (@) X

a

oy ((x, y)~ 3x2y2 + 2) ; ces notations désignent des fonctions.

- Remarque Ici, g—i = ((x, y)~ 2xy® + 3) et :
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- Exemple de I'exponentielle complexe assimilée damzion de &£ dans &* :

Pour z =x 4.y, € =€".cos(y) +i.€.sin(y). On construit donc, pour:@) : f(u) = ?Z?:g) . Alors, pour
_(a) C _((UHé-COS(Y))-dX + (> -e”.sin(y)).d;ﬁ . dffal = (eu.COSG).T[X - €".sin@).1y, cos@) sm(B))(Tg()
a B “\(u €.sin(y)).dx + (u>€*.cos(y)).dy/ ’ fla] = e".sin).m + €*.cos@). sm(B) cosp)
_ (€".cos@).x - e%sinB).y _ osﬁ) sin(B)
dffaj(u) = e”.sin@).x + €°.cos@).y/ ~ sm(B) cosB))(y)

En notant R la matrice de la rotation d'angfe: dfia] = €”.Rg.idg. ; dffaj(u) =€”.Rg.u.
La transformation complexe correspondant a cettdioot étant le produit pag®f, et en notant A l'affixe de a:
dffA] (z) =€*.z (on retrouve I'égalité :e})' = &).
- Propriétés a et B étant des scalaires, f et g des fonctiontJdeuvert de E dans F:
d(of + Bg) =a.df +B.dg ; d(flg) = (df|g) + (fldgXMémes remarques que pour le gradient
Si F =R3, alors : d(flg) = dffg + fdg. (Mémes remarques que pour le gradient
Si F=R, alors: d(fg) =df.g + f.dg ; si f ne s'‘annpkes sur U : d(1/f) = -df/f2

Idem avec le quotient si FIR ou avec le produit scalaire si RS, etc...

N . _ s 0(hg + .. + g R
- Preuves La premiére est triviale. d(f[g) = Z%f;'(ﬂl(a).n - yota ;X *h (a).p ; il suffit donc de prouver la seconde pour Rz=ce
k k

qui est évident car la dérivée partielle est égala dérivée de l'application partielle. La prof@iélu produit vectoriel provient de la
décomposition suivante fig; - f;g)' = (fi'g, - 9'fj) + (fig;" - Gifj"). L'avant derniére propriété est un cas particaléeeta premiére ; etc

- Exemple Soit xm./%n(na), X = (xj) v e fA(R) - A(R), F(X)=X2 Alors :

1<i
5]

II\ I/\

n n
df = d(Z, Xiioxw,);y = (& (X + X))y 1 =

(Z dXi k. xk, Wt (kZ d(X; k- dka)) .= dX.X + X.dX.

On peut ainsi écrire |:dX2 = dX.X + X.dx‘.

Plus généralement, si X et Y sont des matdesfonctions : d(XY) = dX.Y + X.dY

10) Gradient

B = (ey, € ..., &) est la base canonique orthonormale de E, avec F = R; a et x sont deux vecteurs

X1 dx, U
Xo dx2 U .
quelconques de E, avec : S dx= , d¥a] = =idg, d¥al(x) = x.
X d
P, of P ot .
grade = > —e; graddal = > ——(a).ec; df = (gradeldx) ; dffa] = (graddallide) ; dffal(x) = (gradda]|x).
k=10x =10%

- Remarque Le gradient est une application qui & un vectiurE associe un vecteur de & donséquence,
lorsqu'on utilise la notation avec le produit sizalaon est censé faire le produit d'une applicatte E dans E avec une application de E

dans Q(E, R), ce qui n'a pas de sens mathématique ; c'eststaiement une notati)).n
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- Application: Soit E =R? et F =R, ainsi que la courbe€’(f(x, y) = 0), ot f est de classe *CAlors
I'équation de la tangente enyi¥ko, Yo) est donnée par g—)f(((Mo)(x - Xo) +g—;(M0)(y - Yo) = 0).

(M est sur la tangente & en M si et seulement si l'on a : [d§](M) = dfiMJ](Mo), en remarquant que dans un espace ponctuel cela
0
revienta : df[M](MM) = 0).

On remarque alors que le gradient ¢nag est normal a la courbe engM

e A la dimension supérieur@®ans E =R® et F =R, soit la surface%” (f(x, y, z) = 0) ou f est de classe
C*; Iéquation du plan tangent enoNko, Yo, z) est: §(Mo)(x - X0) +5Mo)(y - yo) + 5 (Mo)(z - 2) = O
De méme : grafiM,] est normal a la surface eny.M

- Cas particulier: Une surface peut aussi étre définie par unetiiomde R? dansR par : & (z = f(x, y)).
On peut alors appliquer la formule précédente ¥, yg(z) = f(x, y) - z ; ainsi le plan tangent aup@&quation en

Mo (2% =5 (Mo)(x - 30) + S (Mo)(y - yo)-

11) Matrices jacobiennes

Soit f=(f, f,, .., f,) une fonction de E R" dans F =R", donnée par ses fonctions composantaacupe est
donc de E danR).

df[a] étant une application linéaire, elle admet une matrice appelée matrice jacobienne de f en a et notée J{a].

En notant xg la matrice colonne représentant x dans la base canonique :

of, of;  Ofp Ofy,_\ Ofs ofy dx dxq[a
Ox; Ox; 0%, a_xl(a) 6x2(a) 6xp(a) _ dXi _ dxi[a]
of, of, ~ of oy, . of, . T of df =47 dital = ey

F=|ou o o |, Ja = 0@ 06 P d dxla
...... df = J.dx, dfla] = J[a].dx[a].
X1 0%,  OX xl(a) Oxz(a) axp(a) dffal(x) = Jal.Xs

-Remarques J est une matrice d'applications de E d&sandis que (B est la matrice de I'application
linéaire dfa] ; c'est donc cette dernieére matrigggl,Jqu'on appelle : lenatrice jacobiennéle f en a; mais, par
abus de langage, on appellera quand méme matcigei¢gne de f la matrice de fonctions.

On appellelacobienle déterminant de la matrice jacobienne.
Si F =R, alors dfal(x) = }a].xg = (grad[a]|x).

X2y (x,y)= 2xy)  ((x,y)P x3)
- Exemple Soit E =R?, F=R?, et f(x y) =(3x+yy). Alors: J=| ((xy)~»3) (xy)+~1) | Par suite:
(

5X + X X, )P y+5) (X, y)~X)
R (290 = 3 ( . P
3, )1 = (y 3 9, et 3ex VIX(i) = ((y ok XJ = diee VI, ) 5 df=3(). dfice v =3 v ()
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12) Différentielle d'une somme, d'un produit, d'eoenposée, d'une réciproque

Soit E=R”, F=R"™ et G =R", U unouvertde EV un ouvertde Fainsi que les fonctions: {J - V et
g:V - G.Soit adU et b=f(a);si f estde classé €n a et g de classé €n halors gf estde classe

C' en aavec: degf[a] = dqbjodfla] = d(f(a)].df[a]. Cette égalité se transmet aux matrices jacobgeoaela
matrice de la composée de deux applications liegasst le produit de leurs matrices, et on peuatidinent
écrire : J4[a = Jjf(a).3[al.

-Remarquesi f estde classe'Gur U et g sur V alors.fgest de classe ‘Csur U

d(af + Bg) = a.df + B.dg (O et B étant des scalaires). Jar+pe = 0.Jr + B.Jg (0 et B étant des scalaires).
d(flg) = (dflg) + (fldg). Jtig) = Ip<g + gnf.

d(fg) = dfldg + fldg (si F=R3).

d(fg) = df.g + f.dg (si F=R).

d(1/f) = -df/f2 (si F=R etsi f ne s'annule pas).

d(f/g) = (df.g - f.dg)/g? (si F=R etsi g ne s'annule pas).

dgoff[a] = dg[f(a)Jodf[a] (a vecteur quelconque). Jgoflal = Jglf(a)IxIifal (a vecteur quelconque).
df '[b] = (dfff '(b)])" (b vecteur quelconque)ix. Je1[b] = (Jf[f-l(b)])-l (b vecteur quelconque).
fl f1
- Produit scalaire On note f{ff}, g :(ff], = (fy, fpy o ), ‘9= (O, O, .. G), OU les f etles g vont
fn fn
de E =R" dansR.
X1
Pour x {Xj on assimile le produit scalaire (f(x)|g(x)) a&oritures par abus : (f|g)(x) E‘p(g)(x). Alors :
X

Jflg) = Jpg = TxJg + 'gxdr. Qu'on écrit plutdt :Jfg) = Jrxg +th><f.
- Remarque Si t~ (x(t), y(t)) ~ f(x, y) ; on noteq(t) = f(x(t), y(t)) ; alors :
G0 =50, YOIX () +5 X0, Y)Y )
Soit h = gof avec f(t) = (x(t), y(t), z(t)) et g(x,y, z) O R. Alors :
h'(t) = %g(f(t)).x'(t) + %3(f(t)).y‘(t) + %g(f(t)).z'(t). (On peut généraliser pour tout n = 2).

La démonstration est simple avec les matrices jacolgs.

Exemple t— (x(t) = cos(t), y(t) = sin(t)) et f(xy) =y/x pour x 0. Alors : @(t) = 1 + tan2(t)8

-Exemples

¢ Changement de variableSi f est une fonction vectorielle de claggd®e d'un intervalle réel ouvert J dans F
ol F=R" et u une application de classé €un intervalle réel ouvert | dans J; pout It:

dfoult] = dffu(t)loduit].

- Interprétation: dfu[t] :ﬂgT“l(t).idR, dfv] = %(v).idm,%(v).idm, ...,%(v).idm), dui] :%(t).idm;donc:

dfout] = (fou)'(t).idk, dfiv] = (f,'(v).idR, T (V).idR, .... f1(v).idg) = F'(v).idg, dut] = u'(t).ick ;
D'ou : (bu)'(t).idg = (F'(U(L)).idR)e(U'(t).idR) = F'(U(L)).U'(t).ick, et ainsi : @u)’ = f'(u).u
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fr'(t)
Avec les matrices jacobiennesk,[t] = Hu®)]xJ[t] < —(g’Tul(t)) = [leg(t)}(u'(t)), etc..

fn' ()
Exemple f(u) = (2u2-1 1/u?); u(t) = cos(t) : {b)(t) = (cos(2t) 1 + tan2(t))

X2y
e Composée - Soit f(x, y) = (3x+y ('exemple du paragraphe précéderet . g, B,y) = 20 + 33 + 4dy. Alors :
5X + X

2xy X
Jgot[ (X, Y)I = Hlf(x, ) FI(x, V)] = (2 3 4)( 3 12) =(4xy +4y +29  2x2+4x+3)

y+5 x

2Xy.Th + X217,
d(@h(x, y)] = ddf(x, y)lodfi(x, y)] = (27 + 315 + 4.ru,)o( 3m o+ ) = (4xy + 4y + 29)3, (X2 + 4x + 3)m,.
(y + 5+ x.1,

Car si on applique cette derniére expression guateur A, 1), on obtient :

2XyA + X2
d(@NIex, VIA, W) = (276 + 375 + 4-7"3/)(( 3A+u )) = (4xy + 4y + 290\ + (X2 + 4x + ).

(y +5)A+x.u

- Soit g(x, t) = x2 + 2x + 2t @(t) la plus grande valeur de x annulant,g)xsi elle existe op a donc gft), t) = 0),
et f(t) = @), 1). Alors : dgf[al = ddf(a)]odf[al, avec : dia, V](X, 1) =%§(a, )X +%?(a, ot dd(a, DI(x, 1) =

(2a + 1)x + 2t et : dfa](t) = (@(a)t, t), d'ou : dgf[al(t) = ((p@) + 1)y(a) + 1).2t Mais comme & (t) = g(@(t), t)

= 0, c'est la fonction nulle, elle est égale aifféréntielle donc de[a] = O pour tout tll s'en suit quep est
solution de I'équation différentielle : (y + 1}'1 = 0 En posant z =y +,Jon arrive finalement a la solution :
y =k -t-1;lacondition initiale@0) = 0 permet d'affiner @(t) = \/1_-'[ - 1 (I1'y a évidemment plus simple car on
retrouve la formule de la dérivée de la réciproejiéci, on peut connaitre directement cette récjpg.

- La dérivée de la valeur absolue n'est pas lawaébsolue de la dérivée : $iest dérivable sur un intervallg
soit alors : [7x 71, g(x) = |f(X)}
C'est une fonction composée, mais on peut raisgoinsrsimplement :
Si x esttel que f(x) > 09'(x) = f'(x).
Si x esttel que f(x) <0g'(x) = -f'(X).
Si x esttelque f(x) =0 et f change deesign passant par, &lors g n'est pas dérivable en x
Si x esttel que f(x) =0 etqu'il existe> 0 tel que f est nulle sur Jxp x + [, alors g'(x) =0

Mais le signe de 'fne coincidant en général pas avec celui deldrs, lorsqu'elle existe : |g'(x}# |f'(X)].

On peut d'ailleurs se poser la question : Quellast $es fonctions qui sont du méme signe que lérivée ?

Soit deux annulations consécutives et distincte$ dalors f est nulle pour les deux mémes valemas comment peut elle étre croissante
ou décroissante entre les deux ? Il en résulte fuae peut s'annuler qu'une fois, voire étre nelie un intervalle, auquel cas f est aussi
nulle sur cet intervalle.

Si f s'annule une seule fois et change de signef Bieple de montrer que les signes de f'etoht nécessairement opposés a gauche de
I'annulation car si f est positive, alors f croit jusqu'a 0 etéshc négative, idem pour l'autre signe.

Il en résulte que soit f est nulle sur un intdieasoit f ne s'annule pas; f est alors croissante att®ment positive ou décroissante et
strictement négative.

13) Différentielle d'ordre supérieur athéoréme de Schwarz

Soit f de l'ouvert UTE = R® dans F =R"; f est de classe C™ si et seulement si toutes les dérivées
partielles d'ordre m existent et sont continues.

Théoréme de Schwarz Si f est de classe C" et O une permutation sur {1, 2, ..., m}, alors:

"t "
Moy iy 0%.0% 0%

. (L'ordre de dérivation ne compte pas)
ox ofin)

(i)~ o(iz)”
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Par exemple 'ﬁ AR
P Oxdy ~ dydx

(il est indifférent de dériver d'abord selon la variable x et ensuite selon la variable y, ou le contraire).
- Différentielle secondesSi f est de classe ’>Qlors la différentielle seconde de f est notée et, pour

tout point a de E ff[a] est une application bilinéaire symétrique d& dans F définie, pour les vecteurs
Ui (X1, X2, .o Xp) €L Vi(Y1, Y2, .. Yp) dONNEs dans la base canonique par :

p p
Fla, v) =3, 32

(a)%yk (attention : les dérivées partielles sont des vestetles x y. des scalairgs
A=1k=10XK0Xx

Exemple f:R2_. R?, f(x1, X2) = (2% - X2, %x3) ; pour a =4, B),
cflal(u, v) = Bays + B0B2(xays + Xoy1) + 602BXY,.

Si F =R, cPf[a] est une forme bilinéaire symétrique dont la reatdymétriquetif¢oreme de Schwarest :
% 0% 0%
0_Xf(a) Oxlaxz(a) Oxlax,,(a)

T Loy
M(a) =] Ox.0xy 0x3 0%,0%,

, et alors : #[a](u, v) ='usM(a)Vs.

0%
Xp0X1

Joiil 62.f”
@) 0X0, 3) 6x§(a)

Exemple f:R?- R, f(x, y) = x23 : pour a =g, B), M(a):<6iﬁ; ngg .

On peut généraliser ceci @ FRE en écrivant f=(f f,, ..., f,) et en écrivant cette matrice, notée alorga)l
pour kO [1, n], avec :

Pfla)(u, v) = (UsM1(a)Ve, 'UsM2(@)Ve, ..., 'UsMn(@)Ve).

- ExemplesSi m=2ennotant x et y les variables, il n'y a troés dérivées partielles d'ordre, 2 savoir :

o o of 0%F _ o
ox2 dy2' ~ Oxdy 0Oyox’

e Pour f(x, y) = €.cos(y),e.sin(y)) : S—Z(x, y) = f(x, y), g—;fz(x, y) = -f(x, y), et :

a?(—zgy(x, y) = (€.sin(y), €.cos(y))

D'ou foutes les variables,,a, U, W, Vi Vy étantdes rédls a (a, @), U:(Ux, W), Vi(Vx, W) :

dflal(u, v) = @ (U - UVy).COS(3) - (UVy + UVy).SIN(g)), €% ((LVy + UV,y).COS(3) + (LVy - UVy).Sin(a))).
Ennotant a=ati.a, u=y+i.l, u=\y+iyvy,alors: af[a](u, v) =€fuv.

e Pour fR-R, (au, v)OR®: cfla](u, v) = f"(@)uv.

14) Formule de Taylor a l'ordre 1 et 2 en un paintations de Monge, dispositions en col et en bhallo

Soit f de l'ouvert UJE =R” dans F =R (dansR" il faut appliquer cette formule & chaque appitatoordonnél

a et h étant des vecteurs de E, f doit étre de classe C! 3 l'ordre 1 et de classe C? a l'ordre 2 sur
I'ouvert U contenant B(a, h). On a dans la base canonique orthonormale de E : h = (hy, hy, ..., hp). Alors :
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Ordre 1 : | f(a + h) = f(a) + dffal(h) + o(||h]]) = f(a) + %(a)-hl + aa—L(a).hz+ et aixp(a)-hp + o(llhiD-

f(a + h) = f(a) + dffal(h) + 2.d°fal(h, h) + o(II]?).
Ordre 2 : 2, of 1 55 0
f(a + h) = f(a) + klea—xk(a)-hk + E-,;J;axiaxj

(a)hihy + o(|hI?).

- Remarque Soit la fonction g(h) = o(||h|[) alors d'une part c'est une fonction de E dRnset d'autre part

ce o €(h)
elle vérifie : hILO hl = 0.
e Pour p=1:A:(y=f(a) +f(a)(x - a)) estlatangente au point (a, f@)p courbe(@(y = f(x)).

®Si E=R (p=1), et F=R" (fonction vectorielle, cf. §16:
fla+h)=(i(a) + h.i'(@) + o(h) f(a) + h.(a) + o(h) ..., §(@) + h.f(a) + o(h))

La dérivée au point f(apoit : f'(a), s'appelle le vecteur vitesse au point de par@matr s'il est non nubd dit
que le point est régulipr il est tangent en f(a) a la courbe décritesd& par f(t) lorsque t varie.

15) Extremums

o
oxoy

Pour p = 2 on utilise les notations de Morige R = g—l(a), S = (@), T = g—;(a), A = S2 - RT.

Soit la surfacey’ de R3, d'équation cartésienne : (z =,f(®) ; en notant F(xy,z) =f(x,y)-z a=@,p) et

h=Q, ) ; en appliguant la formule du plan tangent ampdily:(a, B, f(a)), le plan tangent en Ma alors pour
équation :

M:(z = f(a) +%(a).(x -a) +g—;(a).(y -B)). Pour x=a +A et y =B+, soit z la cote du point du plaril
correspondant : .z f(a) +%(a))\ +g—;(a).u. Alors : f(a + h) = ;+%.(R}\2 + 2SAU + T2) + o2 + 2).
La quantité Rz + 2SAu + T.u2 donne donc la position relative de la surfaceeeson plan tangenthots
programme dans le cas général

Si A < 0 la surface y ne traverse pas le plan tangent P. Le point M est un point elliptique (disposition en ballon ).

Si A >0 lasurface y traverse le plan tangent P. Le point M est un point hyperbolique (disposition en col ).

Si A =0 on ne peut pas conclure, il faut essayer de trouver des points de chaque c6té du plan tangent (si possible).

- Remarquese De méme que la courbe d'équation (y = f(x))la@sburbe représentative de la fonction réelle
f, on peut considérer que la surface d'équation f(x, y)) est la surface représentative de la fonctioAinsi,
les extremums de la surface relativement & l'agecdies Oz sont aussi les extremums de la fondtio

¢ Dans le cas oA > O, on obtient deux directions dans laquelle la srfzoupe son plan tangerndget A = x - %
etu=y-y) : Di(ROX-%) + (S ~A)Y - yo) = 0) et D:(R(x- %) + (S +\A)(Y - Yo) = O).
® Pour une courbe donnée p%: (f(x, y) = 0), ou f est de classe?d'équation de la tangente eng M
est donnée pargfx((Mo)(x - Xo) +g—;(M0)(y -Yo) =0);enposant A =x-X% et U=y -y, laquantité

RA2 + 2SAu + T2 donne donc la position relative de la courbéeeta tangente.

4 Gaspard Monge : 1746-1818
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Disposition en ballon

Disposition en col

Pour a et h donnés dans R?, et f de classe C2; alors, en considérant les points a pour lesquels le plan
s L g f f S .
tangent est paralléle a xOy, c'est-a-dire : %(a) =g—y(a) = (Q qu'on peut aussi écrire . dffa] = 0. Ces points sont

appelés : points critiques. Alors, au voisinage de a:

Si A<0: f admet un extremum (R et S sont de méme signe).

Si R < 0 c'est un maximum.
Si R > 0 c'est un minimum.

Si A>0: f n'admet pas d'extremum.

Si A = 0 on ne peut pas conclure (il faut procéder différemment).

- Exemple Trouver les extremums, s'il y en a, de, f(x= x3 + 2x2y + y2

16) Cas particulier des fonctions vectoriellesivadilité, formules de Leibniz, ordre .m

Ici E=R (et F=R"). La fonction f est alors appelée : fonction vectorielle.

f(a +h) - f(a

Dérivabilité ; f est dérivable en a si et seulement si la limite suivante existe : Ling m = f'(a).
Dérivabilité agaucheouadroite.
. . . - N . s f(a+h)-f(a) \
Si cette limite existe pour h > 0, f est dérivable a droite en a: hlll”{)]+ h = f,'(a).
. .. . - N . f(a+h)-f(a) .
Si cette limite existe pour h < 0, f est dérivable a gaucheen a: I!Irrol_ h = f.'(a).

f est dérivable en a si et seulement si elle est dérivable a gauche et a droite en a.

Idem pour les dérivées d'ordres supérieusgqu'elles existent, la dérivée premiére est appelée vecteur vitesse |, et la
dérivée seconde vecteur accélération .

- Proposition: La dérivabilité implique la continuité*.

Propriétés : (f+9)="Ff+g.
(f et g dérivables) ; (a.f)' = a.f' (a étantun scalaire).
. (flg)' = (f'lg) + (flg").
Fd t
I(‘ensgfr:%?eag'arrivée). (fg)' = (F'Ug) + (fOg") (si F=R?).
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-Théoréme du prolongemer@!: Soit f continue sur [ab] et de classe ‘Csur ]a b] (fonction
vectorielld ; si f' admet une limite finie en, alors f est de classe' Gur [ab] (avec f(a) = limf*(x)).

f(x)-f(a) - /().

- Preuve: soit xO1]a, b] ; on applique le théoréme des accroissemarisssur [a x] : OcOJa, X[ tel que X-a

En notantA la limite & droite de 'fen a:0€>0, On>0 telquedy, a<y<a+# = |f'(y) -\ <e.

f(x)-f(a
x-a

f(x) -
Donc, pour a<c<xa+n: Al = |f(c) -A| <e. Il s'en suit qu'on a bienx:g Lh%%_—a@l:)\. (On peut adapter a ,[b[).

e Enoncé équivalentSoit f continue sur un intervalle | de laug@on nulle contenant (xSi f est de
classeC! sur N{xo} et quef' admet une limite finiea en x,, alors fest de class€* sur | avec 1xg) =a.

- Preuve: Si x est une borne de | alors I'énoncé est le méhyeg alors équivalence entre les deux énondés, n'est pas une borne
de |, alors on applique le théoréme précédent @ fk ou b est un élément de | strictement supéaey. Il s'en suit que le premier
énoncé implique le second dans ce cas particabegui assure finalement I'équivalence totale dagreleux.

- Exemple {f(x) = x2.sin(1/x) si x£ 0, f(0) = 0}.

* Ce théoreme reste valide avec les dérivées pasieBoit f de E R" dans FR", a=(a, &, .., @) fixé,
et X = (%, X, ..., Xp) ; si f est continue dans un voisinage U det de classe ‘Cdans la partie de ce

- Y ) -
voisinage telle que & &, et si la limite Imyxk(x) existe, alors f est de classé @ans U et cette limite
X-a

f(ag, oo A1, X Bty oo &) - f(a))
X = X¢ '

i _of of .
vaut : Xan:(T)(k(X) = axk(a) (en remarquant quez,(a) =xleqa<

Formules de Leibniz: (o, f et g étant m fois dérivables, O étant une fonction réelle).

(Démonstrations par L N
récurrenc ; (fl9) =k§)(k)(f g™ ).

(F désignant m m
I'ensemble d'arrivée). | (FOg)™ = kZ_‘b(k)(f(k)Dg“"'k’) (si F=R3).

m
()™ = 2 ()™ (i F=R).

(m) _ o fm (k) ((m-k)
(a.f) ‘k;)(k)o‘ ),

(La troisieme ligne est un cas particulier de laxpége, ainsi que de la quatrié)ne

Formule de Taylor-Younga l'ordrem. Si f est de classe C™ (m fois dérivable et sa dérivée m-iéme est continue) :

f(a + h) = f(a) + h.f'(a) + T.f"(a) + ... + 2.f™(a) + o(h™).

- Classe ([f : f est de classe "Csi elle est m fois dérivable et que sa dérinééeme est continue. Il existe

alors un développement limité d'ordre m donnéladormule de Taylor-Youngafec les propriétés classiques sur la
2 h™ (m)
somme, le produit par un scalaire, la dérivée, ptc.f(a + h) = f(a) + h.{a) +h7.f"(a) + ..+ f " (a) + o(1").

m Lk
- Formule de Taylor-Young a l'ordre: Si f estde classe"Cf(a+h) = go%.f(ik)(a) +o(),_,..-

La dérivée seconde au point f(apit f'(a), s'appelle le vecteur accélération au point damatre a ; selon
gu'il est ou non colinéaire au vecteur vitesseaam renseignement sur la forme locale de la coadbpoint
f(a). (Lorsqu'il n'est pas colinéaire, on dit que le peistt birégulie).

- Généralisation On peut aussi définir les fonctions vectorielesitinues par morceaux, ou bien de classe
C' par morceaux oT-périodiques, efc...
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- Cas particulier. E =R et F =R2 On suppose que:(~ (x(t), y(t))) est de classe suffisante au point
Ma: (X = X(to), Yo = Y(to)) pour trouver deux entiers p et q tels que est le plus petit entier naturel non nul tel
que f”(t)) n'est pas nul et q est le plus petit enti¢uneh strictement supérieur a p tel qu@(tf,) n'est pas
colinéaire a ‘fj)(to) (Si p n'existe pas, f est une fonction constaetesi q n'existe pas, alors f admet pouplgeaune droitk.
Alors, pour M = f(t) :

ot =580 4+ 0(2))#0) + L5 + 0(0) 1t

(car, pour h=t-t: I\DADKA = (1) - f(to) =£%)—p(1 +1.(.))f(t) +£t'—q}°)—q(1 +h.(.))%to) + o(H).

—

0 p q
Ennotant: h=tof ,=fP(t) et y=1ty) : MM :%(1 +0(1)).4 +%(1 +0(1)). W

® On est ici en présence de quatre cas de figures :

p pair p impair

Uq:ﬂ Uqu

q pair

Point de rebroussement de 2éme espéce Point ordinaire

Uq:ﬂ Uq',T1

q impair

Point de rebroussement de 1lére espéce Point d’ inflexion

(On peut appliquer le méme procédé dans l'espaceuavioisieme vecteur(')(to) formant une base avec les deux précédents. Elge
du schéma est alors divisée en deux en introduisantroisieme composante ayant une influencefplbke : la torsion).

Si p=1 le point esiégulier;si p=1 et q=2 le point dstégulier (un point birégulier est un cas particulier de point
ordinaird. Si p= 2 le point esstationnaire

Si la courbe définie par f admet un point d'inifbe en §, alors = 3. Danscecas: W = dét,(ﬁ) =0.

17) Cas des fonctions complexes

- Fonctions complexesE = F =C ; soit z = x 4y et f(z) =Re(f(2)) +i.Im(f(@)) = p(f()) + i.py(f(2)), ou
pc et p sont les formes linéaires coordonnégsnd C est considéré comme espace euclifidRour que f soit
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C-différentiable il faut que, pour tout complexe wlfiu] soit C-linéaire ; donc: dtj(i) =i.dffu](1). Alors,
avec la formule habituelle :
dffu] :%(u).g( +g—;(u).g, . d'oll, comme 461) = p(i) = 1 et p(i)=p,(1)=0:

a_ o
dy  Ox

(condition pour qu‘une fonction de deux variabIdS(xnmpIexé.

dfful (i) :g—;(u) =i.dfu](1) :i%(u), d'ois :

En outre, pour f=igd: dfiu] = p +i.p, = dX{u] +idy[u]. D'ou : dfu](z) = x +iy =z = dffu] =f. On a ainsi:
1 o . — H 1 H . ﬁ ﬁ _ﬁ H _af _ 6f
ide = d4u], et alors : dz = dx #dy. Il s'en suit que : df axdx +aydy —ax.(dx +idy) —&dz = +.a—ydz.

e Exemple de I'exponentietie? = & *" = & .cos(y) +i.€ sin(y) ; %(z) =g .cos(y) +i.€.sin(y) =€, et de
méme :g—;(z) = € .sin(y) +i..cos(y) = i.&

Finalement : d(2 €)= €°dz ; on écrit plutdtdar abus d'écritu)e: de” = €'dz.

L_df_of _ o ) =2
@7 ax gy OU ENCOre ') =52}

—h

e Plus généralementon peut écrire

On constate effectivement, sur I'exemple de I'egptalle, qu'il revient au méme de dérivér selon la variable
Z, ou €*.cos(y) +i.€".sin(y) selon la variable .x

- Exemple du logarithmelLes déterminations complexes du logarithme ni&mifit que d'une constante,
elles doivent donc avoir la méme dérivée.

En posant x +y =p.€®, alors: p =\/x2 +y2 et: B =Arctan(y/x) si x>0 0 =1+ Arctan(y/x) si x < O(Et
aussi:0=12 si x=0 et y>00=-w2 si x=0 et y<) Cette détermination est valide sif, fzﬂ[

Il s'en suit que In(z) = 2.In(x2 + y?) +i.Arctan(y/x) si x > 0, In(z) =2.In(x2 + y2) +i.(Tt+ Arctan(y/x)) si x < 0,
In(iy) = In(y) +i.02 si y > Q In(y) = In(-y) -i.702 si y < 0 (Avec cette déterminatign

D'aprés ce qui précéde, on doit trouver que laséérpar rapport & x deIn(x2 + y2) +i.Arctan(y/x) est 1/z

0(3.In(x2 + y2) +i.Arctan(y/ X -i 1
Et, en effet : (zIn(¢ + y )a;l retany X)):XZ—_'_%Z:E.

Proposition: Si f est une fonction complexe deux fois delbe alors : H[aj(u, v) = f"(a)uv.

- Preuve: comme g—;(a) :i.%(a), alors %(a) :%(g—;)(a) = i.g—ifz(a), et g—;(a) =0%(g—;)(a) =i.%(a) = g—:fz(a). Il ne reste plus qu'a

remplacer dans : *Ha(u, v) :g—:fz(a)t&vX +%(a)(twy + uVy) +g—;f2(a)u,vy :g—)z(fz(a)((uxvx - UVy) +iL(Uvy + uvy) :g—jz(a)uv =f'(@)uv car

la dérivation dandC revient a dériver par rapport a la variable x

e Composéef et g étant des applications de la variabke x +iy, alors :
d(o-f)[a = dgbj.df[a = ddf(a)ledffa] -

S @)tal + B @ayal = GX@)E + @)y @A +5 (@)

%g;—f(a)dz[a] = (%g(f(a))dz[a])o(%(a)dz[a]) - %g;—f(a)id@ - (%g(f(a))i de)o (% (@)ide) -

(gof)' = (gof).f.

- Applications bilinéaires x~ @(f(x), g(x)) ou ¢ est bilinéaire et ol toutes les applications sont
différentiables aux points convenables ; alorgx(fdg)a] = @(df[a], g) +@(f, dda]).
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Etude d'un cas particulier lié & la géométrie du pn euclidien.

a) Etude algébrique

Soit ®:C* _ C, définie par :®(z,z') =z .Z'

z2,2', 2,2, 2, % étant des complexes quelconques etin réel, on a alors :
P(z,+2,2)=P(24, 2') +P(22, 2') ; D(z, 20’ + ) =DP(z, 7) + D(z, Z) ;
DAz, 2") =D(z,\2') =A.D(z, Z) ; D(Z', 2) =D(zZ, 7).

Soit z=x Hy =pe®, et z' = x' 4y’ =p'@®. On note W= xU+yv et W= x'U+Yy'v. Alors :
D(z, Z) = (xx' +yy') H(xy' - yx) =pp'e®-9).

En utilisant les opérations sur les vecteurs :

Le produit scalaire (') = (X>®) = xx' +vyy, le déterminant det(wv) = ‘; ;‘
que: WW)=0 « wiw'; detWw)=0 = w et w coI|nea|res On a en outre :
d(z,2) = (quv) +i. det(w W') = ||V\“ [[wil. (coséw W) +i. 5|r(w W))

= Xxy' - yX'; on rappelle

Si w et w sont non nuls, on en déduit les égalités sudsant

cosgww) = | iy = Se W)
([ (1] [w|

O- 0o
Application au calcul de I'aire d'un triangle redABC) = |det(AB AC)|/2.

(Car: AB.CH = AB.AC.sin(t).

t
A izl B

Des propriétés de& on déduit celles du produit scalaire et du déieant.

b) Etude analytique

On pose z=x, +iy; et 2= +iy,;onaalors:

il il 1 - 9D — 0 D -
a—xl(zl, ) = o, a—yl(zl. 2) = -z, a—Xz(zl, ) =17, a—yZ(zl, 2) =iz, a—z(zl, %) = o, a—zz(zl, %) = 7.

Finalement : & =d(zz,) = a dxl +—dyl +—dx2 +—dy2 ——dzl dzz =2.d7z; + 7,.d2.
Z;
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18) Complémentéhors programmg

-Voisinage Une partieV de E est un voisinage d'un élémeatde E si et seulement s'il contient une boule
ouverte contenant. &n particulier une boule ouverte contenanvaire de centre ,a&st un voisinage de. a

- Remarque On dit aussi qu'un ensemble est ouvert si et seulement s'il est voisinage de
chacun de ses points.

- Restrictions Soit E' une partie de E ; une partie U' He est un ouvert si et seulement s'il existe un
ouvert U de E telque U'=rE"

Soit E' une partie de E ; une partie F' dee&'un fermé si et seulement s'il existe un fefnéle E tel que
F'=FmE'"

- Preuves soit aDU'0U = Or>0 tel que B(a, ) U; il s'en suit que B'(a, r) = B(a,vE' 0 U'. Mais c'est bien une boule ouverte
de E' car: B'(a,r) ={0 E', d(a, u)<r}

E'\NF = EN(E'nF) = EN(E'n(E\U)) = EN((E'nE)\(E'nU)) = EN\U' c'est donc bien le complémentaire d'un ouvertd (On a utilisé

au passage la propriété : An(B\C) = (AnB)\(AnC) qu'on peut prouver avec un simple diagramme ou avec les lois de Morgan).

- Exemple La boule ouverte de centre: @t de rayon 1 du premier quadrant du piano( et y=0) est un
quart de disque.

- Propriétég. Si f est définie et continue sur une partiedg' E alors :

L'image réciproque d'un ouvert de F est un owere!
L'image réciproque d'un fermé de F est un ferendedl

L'image d'un fermé borné de E' est un fermé bdené:

Soit K un fermé borné de EJ(a, b)0 K2, |[f(a)|| = inf{|lylly O f(K)} et |If(b)|| = sup{llylly O f(K)} .
En particulier si F R, O(a, b)O K2 tels que f(a) = inf{f(x) x O K} et f(b) = sup{f(x), x 0 K}.
(On dit qu'une fonction continue atteint ses bosesun fermé borrjé

Si E = F =R, limage d'un intervalle est un intervalle:eét aussi lthéoréme des valeurs intermédia)yes

- Remarques
Soit E=F =R et f(x) =0; alors 0, 1[) = {0} . L'image d'un ouvert n'est donc pas forcéien ouvert.
Pour E'=11, %[, F=R et f(x) = 1/x f(E") =]0, 1] L'image d'un fermé non borné n'est alors pas fermé

- Proposition (éciproque du 8p: Si une suite est bornée, on peut en extrairesans-suite convergente.

19) Différentiabilité(hors programmp

- Définition: On parle delérivabilité lorsque I'ensemble de départ est une partidRdeou de C, sinon on
parle dedifférentiabilité

- Application différentiable Etant donnés E R” et G =R" (en notant de la méme facon le produit scalaira et |
norme de I'un et de laujresoit U un ouvert de E et l'application U — G ; f est différentiable en [AU si et
seulement s'il existe une application linéaire icord ¢ O Q(E, G) ©n notera#(E, G) le sous-espace des applications
|If(x) - f(a) -@(x - @)l 0

IIx - al

linéaires continugs telle que :lim
X-a

Xii

Lorsqu'elle existe, I'applicatiop est unique et s'appelke différentielle de f en ,anotée : df].



Ec20

L'application f est différentiable sur U si edlst différentiable en tout point a de. La différentielle de f
sur U est notée df; c'est une applicatioa U dansﬂ(E, G) quiatout a de U associe l'application
linéaire dfa].

- Remarque Il s'en suit qu'une application linéaire conénest elle-méme sa propre différentielle en tout
point a de E

- Proposition: Une application différentiable en a est camiren amais la réciproque est fausse.

. H - _ a -
- Preuve: Comme df] est continue,d€>0, On >0 tel que |x-al|g = LG - fa) - diax - )| fﬁ‘x»ill x-a)ll . e et ||diy(x - a)|] <e/2.
Supposons que [[f(x) - f(a3E ; alors, avec la seconde inégalité triangulaiff(x) - f(a) - dfy(x - a)|| >€/2, d'ou :

flx fﬁx_cgﬁlx a |> ne/2, ce qui est absurde. Il s'en suit que f esticoaten a car |[f(x) - f(a)||e<

Contre-exemple de la réciproque : Il suffit de pienE = G =R et f(x)=|x| en D

- Cas particuliers

® Si E =G =R, toute application linéaire est de la forme(x) = ax ; la limite a calculer devient donc :

. f) - f(a) -a.(x-a)| _ . f(X) - f(a)
lim x - al =ImfSa -

a| qui est nulle si et seulement si f est détevam g de nombre

dérivé a, qu'on note alors '(@) : I)En;ﬂl)%@ =a = f'(a). Il y a alors équivalence entre différentiabiléé
dérivabilité. La différentielle de f en a eapplication linéaire :(x) = dffa](x) = f'(a)x, et la différentielle df
de f associe atout a cette application lirgair

En particulier, I'application identique a pour diffétielle en tout réel a elle-méme ; sa difféedlat est notée
plus simplement dxc'est I'application qui a tout réel a assoeigplication identique jg; donc : dfa] = idg,

. . df . df
et: dxfa](x) = x. Il s'en suit que : ¢d] = f'(a).idg = f'(a).dXa], et alors :&(a) =f(a), d'ou Tdx " f'. (Attention au

sens des ces opérations : Que divise-t-on ? Déequeture est le résultat de cette divisibn ?

e On peut généraliser ce qui précéde a fE et G =R"; si f(x) = (fi(X), fa(X), ... fa(X)), alors :
f dérivable = f; dérivable pour tout kigks<n), et: f(x) = (f/'(x), £2'(X), ..., fa'(X)).

e Différentielles coordonnées : Soit X 5 (X;, ..., Xp) ; alors four 1<k<p) la différentielle du projecteurp
tel que R(X) = X, est notée dx c'est I'application qui a tout vecteur a deassSocie p

® Si E = G =C, en notant les complexes sous forme algébrigme=:x +iy, on peut alors considérer les trois
applications suivantes : la partie réeﬁ&, la partie imaginaire]m, et l'identité id. Les deux premiéres ne

peuvent étre considérée que si le plan complexgrissén tant qu'espace euclidien. Par suite flardntielle de
la partie réelle n'est autre que :, @elle de la partie imaginaire est: dy ; eteelé l'identité peut étre notée :
dz, car l'identité est a la foiR-linéaire et C-linéaire. On a alors I'égalité suivante : dz =tdrly.

- Preuve: Il est évident que pour tout couple de complexesz): dxu](z) +idy[u](z) = x +iy = z = d4u](z), d'ou le résultat

¢ Dérivées partielles : Soit, fla k-ieme application partielle de f; alorsdirivée de f appliquée a la variable
of

Xk est : ladérivée partiellede f par rapport a la variablg, xet notée e
k

- Proposition: La différentiabilité de f implique celle desriées partielles, mais la réciproque est fausse.
Pire : f peut admettre des dérivées partiellemgias méme étre continue.
f(x) - f(a) - dia(x - &) |< ¢ Mais

IIx - all

pour le point X = (8 &,, .. A1y X &1, n @) |X-a|l 9N = |%-a]<n.do: L0 - fl@) - df"f‘;i(:'f)’é"l”o’ X- 30, Ol €, en notant :

%) - f df[a)(0, 0, .. 0, X - 30 0, ... O %) - f A -
fi(xi) = f(a, @, .. 8c1s X Bcrty -y §). AlOrs ﬁﬁ—;)k_—ai@_ fal( Xk_; & )||: ﬁﬁ(—xk)k_—at@-df[al(e‘)lka ol g estle k-iéme

vecteur de la base. La proposition est ainsi déréent

- Preuve: si f est différentiable en a = (a, ..., &), alors:0&>0, On >0 telque ||x-a|lg =

5 Ce type d'application est appeférme différentielle
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Contre-exemple pour la continuité : f(x, y) = »#/¢ y2) &i xz0) et f(0,0)=0; Iigmf(x, 0) - f(0, 0))/x = Iir;n(f(o, y) - f(0, 0))ly =0

- Remarque On a établi au passage I'égalité suivargxé(a) = dfaj(e).
k

. P
- Corollaire: Si f est différentiable sur U alors les dégs partielles existent et : dgjlzg—:dxk.
= k

- Preuve: Pourtout a de U ettout x assez voisinad:eig—xf(a)dxk[a](x -a) :gdf[a](a).(xk -a) = df[a](i(xk - &).a) = dffa](x - a).

On peut ainsi remplacer I'un par l'autre dansntétdi établissant la différentiabilité, ce qui preua proposition

20) Théoremes prestigielxors programmg.

- Théoreme de Borel-Lebes§usoit | un segment d®R, J une partie deR, et (U).,, une famille

d'ouverts telle que : 0 EJU" Alors il existe une partie finie K de J tefjee : IO EK Ui.

idJ

- "Preuve: si J estfinie il n'ya rien & démontrer, on suppose donc djest infinie. Soitl = [a, b] ; on considére I'ensembfe défini par :
A={x0OI, [x b] recouvert par une famille finie de;}U

Alors AzZ@ car bOA (Qi0OJ tel que i1 U;).

A est minoré par a car tous les, Bt servant a définir A sont contenus dandl én résulte que A posséde une borne infézien> a.

0j0J tel que nid U;, et comme c'est un ouvertir >0 tel que m-2m + 2r[0 U;, donc: [m-rm+r]0U;.

Comme m =inf(A) Ox O A tel que : XJ[m, m +r], et une partie finie K de J telle que ; kO ijDK Ui.

Il en résulte que : [m - b] O (iDDK Ui)OU;, qui est aussi une réunion finie ; ce qui a pamséquence que sisam - r, alors m n'est pas la

borne inférieure de A car m £¥A.

Ainsi, O€,0<e<r: m-g<a;cequiimplique que m = kinalement: & A, donc | est recouvert par une famille finie dets U.

- Théoreme de HeineSoit | un segment d®, et f une application continue de | daRs Alors elle y
est uniformément continueld € >0, On >0, O (x,y) O 1% |x-y| <n = [f(X) - f(y)] <€ (cest-a-dire :n ne
dépend que de).
- Preuve: soitl=[a, b],et: yOI ete>0 donnés {n,>0 telquedxO1, |x-y|<n = [f(X) - f(y)] <e/2.
Soit 3 =]x-n 2, X +ny/2[; alors: ED]I.L recouvre ] ce dont on déduit qu'il existe un recouvrememitdiaprés le théoréme de Borel-
Lebesgue. Il existe donc une partie finie K déelle que : O I%IKJX.

X
On pose ensuiten = %.{nx, xOK}salors: O(x,y) 012 O(a b)dK? tels que xJ]a-nd2, a+nd2[ et yOlbo-ny/2, b +ny/2[.
Pour |x - y| <, si on peut avoir a =,lon pose c¢ = a =,ksinon & b, mais on les choisit les plus proches possiblgualcas on a :

Ja-nJd2, a+nd2[n]b -ny/2, b +ny/2[ # @ car sinon il y aurait une possibilité de lesish plus proches. Soit ¢ un élément de cette
intersection ; alors :

[10) - f)1 < If(x) - F©)] + 1f() - Fy)| S +5=e.

On a bien trouvé um qui ne dépend que de

- Proposition: Soit | un segment d®, et f une application continue de | daRs Alors f est limite de
deux suites adjacentes de fonctions en escalier.

- Preuve: soit 1 = [a, b] ; d'aprés le théoréme de HeinE £ > 0, On >0 tel qued (x,y) O 12, |x-y| <n = [f(x) - f(y)| <e.

Soit ax=a+ I%‘ pour k un entier naturel compris entre Onetil s'en suit que ,\@=a et f,=b. On définit alors : -l = [@&k, Gk

pour k 0<sks<n-1 Onnote: mk=inf(f(l,k) et Mk = sup(f(hy), et soit: g(x) = myx et h(X) =M,k pour xO I, s'il n'‘est pas égal
a une borne, et @) = (@) = f(ax) (on construit ainsi des fonctions en esciliédors : 0 x 0 [a, b], gu(x) < f(x) < hy(X).

Si on choisit n tel qugf? n ; on peut alors écrire@ e >0, OnON tel qued (x,y) O 1% (X, y) O lax = [f(X) - f(y)] <.

D'ou: 0 < Myk- mi<g, ce quiimpliqguedn choisissant k tel queXl,) : OXxO1, 0 <h(X)- g(x) <Ee.
Conclusion :O0€e>0, ONON telqueOnON, n=N = Ox0Ol, 0<h(X)-g(X)<e.

' Soit un ensemble fini F = {XXo, ..u X}, €L T :%.inf{|xi -x|, 1si<jsn}. Alors: B(x, NnB(x, N =@ (1si<j<n).

5 Emile Félix Edouard Justin Borel : 1871-195&nri Léon Lebesgue : 1875-1941
" Heinrich Eduard Heine : 1821-1881
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PourN ouZ: Op,q pzq, B(p 1g)mB(q, %) =@.

PourD ou@Q: OxOQ etdr>0 B(x,NnQ#%d et BxnNn(R\Q) = d.

i On peut calculer les points d'intersection dexgeamiers cercles verts, de rayons 1/2 et demténtres sont situés a la distance R de
l'origine, répartis régulierement : (B) et (R/2 R\/§/2).

Ces points d'intersection sont sur la droite pagsan O et d'angle polairev6, donc de la forme p(\/§/2, p/2) ; pour étre sur le premier
cercle il faut donc : (3/2 - Rf + (p/22 = 1/4 « p = (RJ3 +A[1-Rd)/2.

Pour que le point le plus proche de O soit &fiaur du cercle bleu de centre O et de raydd, €t que le point le plus éloigné soit a
I'extérieur du cercle rouge de centre O et demay; il faut : R\/§ \ll_R2 <1 et Rﬁ +\/1—_R’2 > 2 ; c'est-a-dire :

\J1-R?> sup{R/3 - 1, 2 - R\3}. Il est donc nécessaire que :=RAJ3 (on a par ailleurs : B 1< 2AJ3), auquel cas on peut élever au carré :
1-R>sup{3R-2R\3 + 1, 3R-4R\[3 + 4} ~ sup{dR-2R\3, 4R-4R\[3 +3} <0 = sup{2R(2R 4[3), (2R -\[3/} < 0, ce qui est
impossible.

La réponse est donc : Non, il n'est pas possibleit' seulement sept disques.

" On écrit la définition de la limite ‘i) =a = Oe>0 DA>0, x>A = [f(x)-al <e.

Donc: xOJA,A+T] = a-e<f(x)<a+e = Oe>0, OxOR, a-e<f(x)<a+e = OxOR, f(x)=a
Vs f(0) =0 ou f(1) = 1lla question est résolue. Sinon, soit g(x) = f(x) g(0) = f(0) - 0 =f(0) >0 et g(1) = f(1) -<0.
Grace au théoréme des valeurs intermédiaiféx £1]0, 1[ tel que g(x) = Oc'est-a-dire : f(x) = x
¥ La continuité de f implique naturellement calks @ car [|(, Xz, ... %1, t, %41, ... %) - d|<n = [t- g <n, ot 'on a obligatoirement :
a= (% X2, ..., %1, & X1, ..., %). Pour la réciproque, il suffit de donner urontre-exemple: soit f(x, y) = xy/(x2 + y?) { (x, y)# (0, 0), et
f(0,0) =0 Si y=0 alorsg(t) =0 est continue, de méme si x = Q,t) =0 ; si yz 0, alors @(t) = ty/(t2 + y?) est définie et continue sur
I'ensemble des réelde méme pourp(t) si x# 0. Par contre, la fonction f n'est pas continue(@n0) car : Pouk =%, 0On >0, pour
x=y=n/2, alors [[(x, Y)l| A2 <n et [f(x, y)| Y2>¢.t
La continuité de f implique naturellement celesdf car ||f(x) - al]| € = [f«(X) - a] <€ pour tout k 1<k < n. La réciproque est vraie
aussi car {{x) - al <e pour tout k= [[f(x) - a|| <\/n ; on pose ensuite' = eA/n. Idem pour les limites
V! Ces ensembles sont de facon évidente des souseespectoriels. Pour le dernier, on a d'abd&k,| et Z|y,| convergent= ZAx,| et
Z|%, + yo| convergent ; on a ensuite I'inégalité triangelaPuis : Z|x,| et Z|y,| convergent= Z|x)yn| converge ; caZ|X\yn| £ Z|Xn|Z|Ynl-
On peut donc prendre comme produit scalaire ;)|(#¥)) = Zx.y». La norme associée est alors :n]|[x=\/ X2,
imP,=Q = @e>0, ONON, nz=N = ||R- Q|| <g).

N
Onnote RX) =ao+ auX+ ...+ anX™ et P(X) =00 + 01X + ... +opX™ (on harmonise les degrés, et il faut donc remarquer m peut dépendre
de n il pourra donc arriver que les derniers,  soient nuls. Par exemple (%) = X"/n qui converge vers le polynéme Jul

e Avec la norme euclidienne : ||PQ|| <¢ - \/(am 00)% + (ani- a1)2 .+ (@m-a m)2<£ = |ak-0k| <€ (pourtout k Osksm).
Soit K=1 si [xk1 et K=|x] sinon ;alors: |Rx)- Q(x)|< Z |G- Ot |xf< K. Z |G- 0] < K(m+1).£.

Il en résulte qudlm P.=Q = OxOR, I|m Pr(X) = Q(X).

e Réciproquement (1 x O R, Inlrr‘)o Pi(X) =Q(X) = (OxOR, Oe>0 ONON, n=N = [R(X) - Q(X)| <g).

Pour x assez grand, on a jo{@o| << |a1-0a|.|X]| << ... << |@-am|.]X[", d'0l 'on déduit : Ja-ao| < [R(X) - Q(X)] <E.
On peut ensuite poursuivre ce raisonnement jusgatey m1, d'ou :
l&ho- 0o + (B- 02X + ... @ma-Cm-)X™ | < M.
Par suite : [a-al-X[" < [ao-Co + (@-00)X + ... (@m1-Am)X™ ] + [R(X) - Q(X)| < (M L)e.
Donc, pour tout KO<ksm: |&-0k < (m+1)e.

Finalement : ||P- Q|| < (m*+ 1)3/28 la proposmon est démontrée pour la norme digrine.

( }k 2k
Avec la norme intégrale : (P|Q1[ P(t)Q(t)dt on considére la suite de polyndmes(XP=1 - 2x. Z PEIT

viii

k +1 n+1
Alors : R(0) =1 pour tout ntandis que : |Jff =1 -kZ _"L(?-l)@_ 1+n Z 7 *1(k+1)l =1+n (Z L%I)(—, 1)=1+n2e"_ 1) pour

n assez grand. On a donc : |iR|| = @ avec pourtant : linR,(0) = 1, ce qui interdit I'implication dans I'un des deens.

b b
e Réciproque : En reprenant la démonstration deotena euclidienne, on arrive af:a (Pu(t) - Q(t)ydt <Ja e2dt = (b-a)?, ce qui valide
b
I'implication dans ce sens la. Si on considérenorene intégrale plus générale :, j®|| <¢ - Ja (Pu(t) - Q(D)Ff(t)dt <€2, ou f estune

b
fonction continue strictement positive sur, [d. En notant K la borne supérieure de f surbfa alors : Ja (Pu(t) - Q(H)Ydt < Ke2. La
démonstration précédente reste donc valide.
" Fonction réciproque Soit f bijective et de classe® @'un ouvert U de E R’ dans un ouvert V de G, telle que f soit aussi de

classe & sur V. Alors, comme df = idy et flof = idy, le produit de leurs matrices jacobiennes doi égal a la matrice identique
d'ordre p pour la premiére et d'ordre n poweleonde, ce n'est possible que si p=n

Soit E=F=R", U et V des ouverts de E tel que f sijédive et de classe ‘Cde U dans Vet f' de classe Tde V dans U
Alors le produit de leurs matrice jacobiennes en pmint est égal a la matrice identique d'ordrel sien suit que, pour b =f(a) :

Ja[b] = Ha] ", d'our : di'b](x) = 3[f (0)] " .xe. Et ainsi : df[b] = (dfff (b)) "
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¥Oe>0 0On>0 telque: |hjg = [f(a+h)-f(@)-hia) <|ng;dod, pour h<inf(,): [f@a+h)-f@)] <.(f'(@) +g). On en déduit
la continuite en a

X Soit V un ouvertde G tel que'l(f\/) # @, et soit y OV admettant un antécédeng gar f yo = f(Xo). Alors, comme f est continue en
Xo: 0e>0, On >0 tel qued x O B(xo, N)NE' = f(x) O B(yo, €). Mais, comme V est un ouvert, il existetel que la boule Bgye) O

V ; il s'en suit que Bn)nE' O f (B(yo, €) O V), et f(V) est donc un ouvert de .E'

Soit @ unferméde G ; par définition son complémentaire est un ouvede G. Par suite, sy, est un élément d¥¢ ayant un antécédemnt
par f, il existe d'apres la preuve de la propriété pténée un ouvert U de E' contenapt et tel que ld.f'l(w) = @. Il s'en suit que H®)
est un fermé de ES'il n'existe pas gyayant un antécédent dans alors fl(CD) =E' qui estun fermé car E' =iE.

Soit F un fermé borné de, B> = f(F) et y O ®. S'il existe r> 0 tel que Bfyr)n® = @, on a le résultat souhaité. Sinoril:e > 0,
B(yo, €)n® # @ ; soit alors : yO B(Yo, 1/n)n® pour tout entier naturel n non nul. Commg est dans f(F)il s'en suit qu'il posséde un
antécédent xdans FSila suite (¥ est stationnaire, cela signifie qu'il existeamier N tel que f@) O B(yo, 1/n) pour tout n; il s'en
suit que f(x) = Yo, Cce qui est impossible car cela signifierait quell ® ; la suite () est donc infinie. F étant un fermé bornésil e
contenu dans une réunion finie de boules ferméeaydm 1 dont au moins I'une contient une indimie termes de cette suite ; soit Ee
telle boule. La boule B est elle-méme contenue dans un nombre fini déebdarmées de rayon 1/dont au moins I'une contient une
infinité de termes de la suite. Et ainsi de suitB,: est une boule fermée de rayon 1/k contenantnfirété de termes de la suite. A la
limite, la suite des boules (B converge vers un unique poing. £n outre, ¥ est un élément de F car il n'existe pas decbouverte de
centre x dont l'intersection avec F soit vide( définition il y a toujours des termes de laguill admet donc une image par f qui se trouve
dans ®, mais comme f est continue, son image est ladide la suite (Y (c'est simple a établir vu ce qui préciden a donc f(®) = yo, ce

qui est contradictoire. En conséquence il n'expste un tel élémentoyhors de ®, qui est donc un fermé. S'il n'était pas bornéxisterait
une suite (Y d'éléments de F telle que,||[xadmettrait une limite infinie ; mais, en proaétde la méme facon, en prenant des boules de
plus en plus petites contenant une infinité dexse®n arriverait & une absurdité : o||x +eo. La propriété est donc démontrée.

On démontre qu'une fonction continue sur un ferom@é atteint ses bornes par le méme principe, esidérant une suite qui tend vers ce
que l'on souhaite et en I'enserrant dans des bdalpkis en plus petites.

Soit l'intervalle IDR; et |, =[a, b telque: a=h 01, lasuite (5 est décroissante et tend vers inf(d suite (p est croissante et
tend vers sup(l)L'image de | par f est un intervalle fermé borng; &n outre, tous les, Jcontiennent au moins un élément commun
f(ag) ; il s'en suit que la réunion de tous les ekt un intervalle J avec J = f((Pour les bornes, on utilise les mémes principespmue les
démonstrations précédentes : principes de tirfeirmés emboités, etf..
X On montre d'abord le lemme suivantSsiest une application linéaire telle que : [[B(x)||/||x|| =0 alor® est I'application nulle.

x-0

-Preuve: Oe>0, On >0 telque [|xX]|A = [PX)|I/|Ix|| <€. Mais pour tout scalairex : |P(a.x)||/|pt.x|| <€, il s'en suit que cela ne
dépend plusde) : Oe>0 etOxOE, |PX)||/||x]| <€, d'ou 8 est bien I'application nulle.

Soit f une application différentiable en a aaju'il existe deux applications linéairgset Y vérifiant la propriété. Alors :

[If6Q - f@) -@(x - )| _ . - JIf(X) - f(@) -Yx - a)ll _ . 4 s ) f(x) - f(a) -@(x - a)]| Arma -
lix-all -lerr; lIx-all =0;doul0e>0 0On>0 telque |x-a|]lg = X -all <¢gf2 et de méme:

f(x) - f(a) -Ww(x - &)

IIx - all

<¢/2. D'ou, grace a l'inégalité triangulairgﬁ%)é);l'—lanl <¢e. Alors, d'aprés le lemme@ =y, d'ou l'unicité.



