E) Fiche : Fonctions deR" dans R".

1) Définition des boules ouvertes, boules ferméasgerts et fermés de ER:n. propriétés

Boule ouverte B(a, r) = {u O E, d(a, u) < r}.
Sphere :S(a, r) = {u0E, d(a, u) =r}.
Boule fermée B(a, r) = {u 0 E, d(a, u) <r} = B(a, r)0S(a, r).

U ouvertde E= Oalu, Or>0 telque B(a, r)dU.
F fermé de E« E\F ouvertde E (le complémentaire de F dans E est un ouvert).

Propriétés : E et O sont a la fois ouverts et fermés.
Toute réunion d'ouverts est un ouvert.

Toute réunion finie de fermés est un fermé.
Toute intersection finie d'ouverts est un ouvert.
Toute intersection de fermés est un fermé.

Remarques [ et E sont les deux seuls ensembles & la fois ouverts et fermés, ce sont en outre des boules ouvertes (rayons
respectifs 0 et «). Les sous-espaces vectoriels de E sont des fermés. Une famille finie d'éléments de E est un fermé.

2) Parties bornées.

Partie bornée : A bornée = Or >0 telque AOB(0,r) = Or>0 telque OxOA, x| <r.
A bornée = [r=0 telque AOB(a, r) = Or=0 telque OxOA, |X||<r.

Exemples Une boule de rayon fini, qu'elle soit ouverte ou fermée est une partie bornée. Un sous-espace vectoriel non réduit
au vecteur nul n'est pas borné.

3) Cas particulier des réels, théoréme de la beuipérieure

Théoréme de la borne supérieure Toute partie non vide et majorée (respectivement minorée) de R admet une borne
supérieure (respectivement inférieure). (La borne supérieure est le plus petit des majorants ; la borne inférieure est le plus grand des minorants).

- Un classique Une fonction continue de [@] dans lui-méme admet au moins un point fixe.

4) Définitiondeslimites etdela continuitéavecla terminologiedesboulesouvertes, des normes ou des distances

Qﬁ;f(x)=b = Oe>0, On>0 telque OxOE, |x-all<n = |If(x)-b|] <E€.
I)in;f(x)=b - [He>0, On>0 telque OxOE, d(a, x) <N = d(b, f(x)) <E€.
I)irT;f(x)=b = He>0, On>0 telque OxOE, xOB(a, n) = f(x) IB(b, €).

f continueen a = limf(x) = f(a). Donc :
X-a
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f continueen a <« [e>0, ON>0 telque OxOE, |x-al]l<n = |f(x)-fa)l <E&€.
f continueen a <« [e>0, 0N >0 telque OxOE, d(a, x) <N = d(f(a), f(x)) < €.
f continueen a <« [e>0, 0N >0 telque OxOE, xOB(a, n) = f(x) O B(f(a), €).

5) Applications coordonnées, applications partelfopriétés

Soit f:E=R" - IRn, et X = (X1, X2, «v) Xp) -
@(t) = (X1, X25 vy X515 & Xja1, oo, Xp) ;7 @ R = R" estla j-&éme application partielle de f.

f(x) = (fi(x), fa(x), ..., fu(X)) ; fk:E - R est la k-ieme application coordonnée de f.
Propriété de la limite : lirtfi(x), f2(x), ..., fa(x)) = (lim fy(x), lim fz(x), ..., lim f,(x)).
X-a X-a X-a X-a

Propriétés de la continuité : f continue = fi, f, ..., f, continues.

f continue = @, @, ..., @ continues. (La réciproque est fausse).

6) Suites a valeurs dans un espace préhilberte@n@énvergence, sous-suites convergentes

Les suites sont des applications de N (ou d'un sous-ensemble) dans R™, sachant que N est un fermé de R.

Convergence : Imx,=a = (0De>0, ONON telque OnON, n=2N = |x,-a| <eg).
n-oo
Imx,=a « (Ue>0, ONON telque OnON, n=N = d(a, xp) <¢€).
n-oo
imx,=a « (0e>0, ONON telque OnON, n=N = x,0B(a, €) ).
n- oo

limx,=a < lim|x,-a]]=0 < limd(a, xp) =0.
n- o n- o

Nn- oo

Si x,#a pourtout n: limx,=a = nQNB(a, [Ixn - al]) = {a} .
n-oo

Si Xn = (Xtn, Xan, -+ey Xmn) alors : limx, = (a1, az, ..., am) < liMxw = ax pour tout k (1<k<m).
n-oo n-oo

L m N , .
L'ensemble des suites a valeurs dans G = R™ est un espace vectoriel réel. L'ensemble des suites convergentes en est un
sous-espace et I'ensemble des suites convergeant vers Og en est un sous-espace plus petit.

Propriétés : 'ninl Xn=a = Lirg [IXall = Ilall.

limx, =a et limy,=b = liM (xalya) = (alb).

Inirrolxn =a et Lin;loyn =b = |Inirro1aan|yn =allb (si =R3.
lima,=a et Iirrg0 Xp=a = ”[I;lo On.Xn = O.a ((0,) suite de réels).

n-oo n

lima, =0 et (x,) bornée = lima,.x, = 0c ((4,) suite de réels).
n-o n-

(a,) bornée et limx, = 0¢ = lim a,.x, = 0g ((0,) suite de réels).
n- oo n- oo

7) Dérivées partielles. Définition d'une fonctiom dasse € a partir des dérivées partielles

N N . ' ii
Soit ¢« (qu'on suppose dérivable) la k-ieme application partielle de f ; alors pour X = (X1, X2, ..., Xp) : ((Xx) = aa—xk(x)

(dérivée partielle de f par rapporta x).

f est de classe C' en a si et seulement si toutes ses dérivées partielles existent dans un voisinage de a et
sont continues en a.
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- Généralisation f est de classe "Csi et seulement si toutes ses dérivées partisties de classe "¢
(attention, ce sont aussi des applications défiesE), y COMPIris Si N = eb.

8) Formes linéaires coordonnées, dérivées padidlime forme linéaire coordonnée

Formes linéaires coordonnéesi; telle que, pour x = (X1, Xz, «.., Xp) : Th(X) = X est la k-iéme forme linéaire
coordonnée.

e J
Elle est de classe C!' et ses dérivées partielles sont nulles sauf Tk qui est I'application constante 1. (Elle est

an

donc de classe Q.

9) Définition générale d'une différentielle a laides dérivées partielles et des formes linéagesionnées

Une différentielle est une application qui a un vecteur associe une application linéaire ; dx, est I'application (constante) qui
a tout vecteur a associe dxy[a] = Tk

f de classe C!' en a y admet une différentielle notée df telle que :

P

af = 3 o, = (dty s . o) = (Zafld O STV .

10k k=10x« k=10x«
of

df = _dX1 ox dXz + ... + &dxp. Différentielle : un vecteur a pour image une application linéaire.
2 p
a et x étant des _of of of o ,
vecteurs, avec dffa] = aXl(a).Ttl + axz(a).T[z + ...+ aXp(a).T[p. Application linéaire : un vecteur a pour image un vecteur.

X = (X1, X2y «eey Xp) of of of
P dffal(x) = 5,7(2)-X1 + 5,(8)-Xz + ... +3,(@).Xp. Clest un vecteur.

Cas particulier : dxy = dri, dx[a] = ., dx[al(x) = X.

Proposition :Si f est une application linéaire alors pour tout vecteur a : dffa] = f.

10) Gradient

B = (e, €, ..., €) est la base canonique orthonormale de E, I'ensemble d'arrivée étant R ; a et x sont deux vecteurs
quelconques de E.

p p
o of .
grads = D.——.ec; graddal = >.——(a).e.; df = (gradedx) ; dffa] = (gradda]lide) ; dffal(x) = (gradda]|x).
K=10X k=10xy

11) Matrices jacobiennes

df[a] étant une application linéaire, elle admet une matrice appelée : matrice jacobienne de f en a et notée J{a].

En notant xz la matrice colonne représentant x dans la base canonique :

of, of;  Ofp of,,_, 0f; of, dx; dx[a]
Ox1 0x,  OXp _( 3) [ ) O, & _ 4] dx dxz [a]
df =J. , dffal = Ja
of, of, " Ofy sz of, 6f2
J=| o o6 o |, = EAGE (a) (a) : dx dxp[a
o, o, o o, o, a_f'n" dffa(x) = Ja-xg
X, OXp 0x, xl(a) 6x2(a) pr(a)
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12) Différentielle d'une somme, d'un produit, d'eoenposée, d'une réciproque

F désignant I'ensemble d'arrivée.

d(af + Bg) = a.df + B.dg (O et B étant des scalaires). Jar+pe = 0.Jr + B.Jg (0 et B étant des scalaires).
d(flg) = (df|g) + (fldg).

d(flg) = dfldg + fldg (si F=R®).

d(fg) = df.g + f.dg (si F=R).

d(1/f) = -df/f2 (si F=R etsi f ne s'annule pas).

d(f/g) = (df.g - f.dg)/g2 (si F=R etsi g ne sannule pas).
dgof[a] = dg[f(a)Jodf[a] (a vecteur quelconque). Jgeilal = Jg[f(a)]xJda] (a vecteur quelconque).
df '[b] = (dfff *(b)])™" (b vecteur quelcongue). Jea[b] = (' ()])” (b vecteur quelconque).

ConséquenceSoit h = gof avec f(t) = (x(t), y(t), z(t)) et g(x,y, z) O R. Alors :

0 0 0
(1) = G(EDX(D) + ALY '(E) + GARE).Z (D).

13) Différentielle d'ordre supérieur athéoreme de Schwarz

f est de classe C™ si et seulement si toutes les dérivées partielles d'ordre m existent et sont continues.
Théoréeme de Schwarz Si f est de classe C" et O une permutation sur {1, 2, ..., m}, alors:

"f A
1%y OXogiy 0%, 0% 0% |

%51 o(iy o)

Par exemple 'ﬁ = ﬁ
P Oxdy ~ dyox

(il est indifférent de dériver d'abord selon la variable x et ensuite selon la variable y, ou le contraire).

14) Formule de Taylor a l'ordre 1 et 2 en un paintations de Monge, dispositions en col et en ballo

a et h étant des vecteurs de E, f doit étre de classe C' al'ordre 1 et de classe C* a l'ordre 2 sur un
ouvert U contenant B(a, h). On a dans la base canonique orthonormale de E: h = (hy, hy, ..., hp). Alors :

Ordre 1 : | f(a + h) = f(a) + dffal(h) + o(|Ihl]) = f(a) + (%(a)-m + g—xf(a)-hz+ ot aﬂ(a)-hp + o(llhiD.
1 2 Xp

f(a + h) = f(a) + dffal(h) + 1.d*ffal(h, h) + o(|Ih|P).

p of 1 p P azf
f(a + h) = f(a) + k;a_xk(a)'hk + g.éFZlaxiaxj(a)hihj + o([lh2).

Ordre 2 :

15) Extremums

&1 Fal

o
Si E =IR? et que I'ensemble d'arrivée est R. Soit les notations de Monge : R = ﬁ(a), S = 6X_0y(a)' T= ayz(a),

A =S2-RT.

Le plan tangent au point May, &, f(a)), a la surfaca%(z =f(x, y)) a pour équation :
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M:(z = f(a) +%(a).(x -a) +g—;(a).(y -a)). Pour x=a+h et y=a+ h, soit z la cote du point du plaml

correspondant z, = f(a) +3(a).h +g—;(a).rb. Alors : f(a + h) = z+3.(R.1 + 25.hh, + T.1§) + o(1% + 19).

- points critiques %(a) =g—;(a) =0 ( dffag=0). Alors, au voisinage de a:

Si A <0: f admet un extremum (R et S sontde méme signe).

Si R < 0 c'est un maximum.
Si R > 0 c'est un minimum.

Si A>0: f n'admet pas d'extremum.

Si A = 0 on ne peut pas conclure (il faut procéder différemment).

16) Fonctions vectorielles, dérivabilité, class&, formule de Taylor & I'ordre nfiormules de Leibniz

Si E=R (et que lI'ensemble d'arrivée est IR”). La fonction f est alors appelée : fonction vectorielle.

fa+th)-fa) _ .,
ng h = f'(a).

Dérivabilité ; f est dérivable en a si et seulement si la limite suivante existe : Li

Dérivabilité agaucheou adroite.

. . . ‘- N . . i ) - f(a) ,

Si cette limite existe pour h > 0, f est dérivable a droite en a: r!'r!,lf at hh fa) _ fi'(a).
. . . ‘. . L i K ) - f(a) .

Si cette limite existe pour h < 0, f est dérivable a gauche en a: rI]In(’)l_f at hh fa) f.'(a).

f est dérivable en a si et seulement si elle est dérivable a gauche et a droite en a.

Idem pour les dérivées d'ordres supérieusgqu'elles existent, la dérivée premiére est appelée vecteur vitesse , et la
dérivée seconde vecteur accélération .

e Proposition 'La dérivabilité implique la continuité.

Propriétés : (fF+g) =f+4g".
(f et g derivables) ; (a.f)' = a.f' (a étantun scalaire).
foi (flg)' = (f'lg) + (flg").
(F désignant
rensemble darrivée). | (F19)' = (F'g) + (flg") (si F=R?).

- Théoreme de la limite de la dérivé®it f continue sur [&] et de classe Csur Jab];si f admet
une limite finie en aalors f est de classe! Gur [a b]. (Idem avec [ab]).

Formules de Leibniz: (a, f et g étant m fois dérivables, a étant une fonction réelle).

(Démonstrations par (m) 2 m\ k), (m-k)
récurrency ; (flg) =kzo(k)(f 1977

(F désignant m m
lensemble darrivée). | (fOg)™ = I;)(k)(f(k)Dg(m_k)) (si F=R3).
< fm
m _ ORGP
(fg)™ = I;)(k)f g™ (si = R).

(m) _ u MY (k) (m-k)
(a.f) _kZo(k)“ A
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Formule de Taylor-Younga l'ordrem. Si f est de classe C™ (m fois dérivable et sa dérivée m-iéme est continue) :

f(a + h) = f(a) + h.f'(a) + T.f"(a) + ... + 2.f™(a) + o(h™).



