E) TD : Fonctionsde R® dans R".

E1l.1) Dans l'espace euclidien, $it A :rQOB(x, r) ; montrer que X1 A. Soit y# X, montrer que Y1 A. En
déduire A

E1l.2) Soit E un espace euclidien(dg}) ; montrer que, pour € a< b, 'ensemble F = {0 E, a< ||x||< b}
est un fermé de et qu'il existe xO F tel que || =h

E1.3) Un segment [ab] d'origine d'extrémités tabed'éléments de Eespace vectori}l est défini en extension
par: [ab]={ta+ (1-t).ptO]O0, 1]}.
Montrer que : nid [ab] = OkO[0, 1], (m-a)=k.(b-a)= d(a, m)+d(m, b) =d(a, b)

E1.4) Dans E #Ry[X] (fonctions affiney, Soit une suite numérique Juet (f) définie par: f{X) =1, et:

2100 = U G310 + G 1(000.).

On pose {X) = aX + b, ; trouver une matrice Mtelle que :(E”*D = m.Mn.(s”r). Montrer que, si () est
n+

positive, il en est de méme des suitey @& (), et si, en plus, (& 2/n, alors (g est croissante. Donner une
relation entre @, & et a.1; en déduire que (X)) diverge pour y= 1/2 par labsurdp Etudier la convergence
de la suite ) pour uy = 2/(n + 2) On suppose que .jaconverge vers le réel, gue () est positive et
converge vers le réel. Donner une condition sur le produit a.u poug ga soit possible ; donner la limite de
(fa(X)) en fonction de a et.u

E1.5) Soit a un réel donné de [0, &t © Ila fonction nulle, dan@o([a, 1]) I'espace Hrehilbertien rédl des
1
fonctions continues, muni du produit scalaire )(ﬂgJaf(t)g(t)dt. On veut étudier, dansCO([a, 1)), la

convergence de la suite,)(fdéfinie dans [al] par: {f(x) = n(1 -nx) si x 1/n, f,(x) =0 si x> 1/n}
Montrer que cette suite converge vé@spour a >0 et diverge pour a =0

E2.1) La fonction définie sur 'ensemble {(x,§)R? x# 0} par: f(x, y) = (1 + y).sin(x)/x admet-ellene
limite en (0, 0) ? Si oui, laquelle ?

E2.2) La fonction définie sur I'ensemble {(x, M)R?, x=# vy} par: f(x,y) = (1 + x)/(x - y) admet-ellena
limite finie en (0, 0) ? Si oui, laquelle ?

E2.3) La fonction définie suR?\{(0, 0)} par f(x, y) =sin(x2 + y2))/(x2 + y2)et f(0, 0) = 1 est-elle continue en
(0, 0) ? Est-elle de classe' €

E2.4) L'application définie suR® par: f(x,y, z) = (x + 2xy, z + 2xy) est-etle classe €? Si oui, donner sa
matrice jacobienne. L'application définie ® dansR® par: g(x, y) = (xX2y, x + Y, cos(y)) est-elle dlasse

C'? Si oui, donner sa matrice jacobienne. Donnersala matrice jacobienne de ofg de deux fagons
différentes :a) par calcul direct }b) en utilisant la formule de composition.

E2.5) Soit @(x, y) = ax2 + bxy + cy2Donner les dérivées partielles secondes de fihieéur I'ensemble D
D={(x,y) OR? qXx,y) >0}, par: f(x,y) = In@(X, y)). Trouver les conditions sup pour que la fonction f

vérifie dans D :g—)z(fz(x, y) +g—)2/f2(x, y) =0 (onction harmoniqup?



E3.1) Soit une applicatioh de classeC? de R? dansR et @ de E = ]0, 4eo[X[0, 2r] dansR? définie pour tout
couple p,8) de E par :@(p, 8) = (p.cos@), p.sin@®)). Soit g = . Calculer%g(p, 0) et %g(p, 8) en fonction

a

ayz(cp(p, 8)) en fonction dep, 6 et des

de p, O et des dérivées partielles de f; puis calcul%)%((p(p, 0)) +

dérivées partielles de. Yeérifier ces formules pour f(x, y) = y/x £ 0).

E3.2) Soit la fonction f définie sulRx]-1t, il par: f(x, y) = €.cos(y), €.sin(y)) ; donner la matrice
jacobienne de sa réciproquen) en appliquant la formule de la réciproque); par calcul direct. En déduire la

réciproque de la fonction complexe : Z = f(z&=pour %(Z) > 0.

E3.3) Soita et b deux vecteurs distincts du plan euclidierf eine fonction del0, +oo[> dansR de classeC".
Dans E euclidien, on définit la fonctiog telle que pour u distinct de a et Ip(u) = f(J|u - all, |Ju - b|]) ;
donner son gradient. En déduire la tangente awbesiguivantes du plan affine euclidien, définies. pa

a) AM+BM=2; b) AM.BM = 1.

E3.4) Trouver les applications f de classe d& R? dansR telles que :ai—zfy =1

E4.1) Soit f, g et h les fonctions dR dans R?, définies par :
f)=(2+t2t+ 1 3-4t) gt)=(2-1t2-2t 4 -3t?)
Calculer : (f(tEg(t))(z) et (f(t)|g(t)53) en utilisant les formules de Leibniz.

E4.2) Déterminer s'ils existent, les extremums dastfons :a) f(x, y) = x2+ x +y2-y;b) f(x, y) = cos(xy) ;
c) f(x,y, z) =Xyz + X +y - Z dcrire la formule de Taylor & 'ordre dgux

E4.3) Trouver, s'il existe, un triangle de périmetmaximal inscrit dans un cercleaf exemple, le cercle
trigonométrique.

E4.4) Soitf de classe Tdéfinie sur A = {(x, y)JR? x>0}, a valeurs danR, et g de classe *Gléfinie sur
2

B={(p,0), p>0 et § <12} par: gp, 0) = f(x, y). 8) Exprimer o9 en fonction de f e ses dérivées

00?
partielleg, p etB. b) Idem avec x etyc) Trouver f telle que : y§% - 2xyai—2fy + XZ% = x.g—:( + yg—; - f.



