G) Determinants.

1) Formes n-linéaires alternées

Soit E =K", avec K= R ouC. Alors toute famille de plus de m vecteurs, enssstrict, est liée, et toute famille
libre possede moins de m vecteurs, au sens large.

L'application @:(E" -~ K) est une forme n-linéaire sur E si et seulement si les applications
partielles sont linéaires.

Etant donnée la famille {uw, ..., 4), on note@, la k-iéme application partiellep,:(E - K) :

AU) =Puy, Wp, ..y Uet, Uy Us, -ony W),

- Propriété: si l'un des vecteurs de la famille, (W, ..., 4) est nul, alorsp(uy, W, ..., 4) = 0.

- Preuve: Par exemple u alors : (U, W, ..., Uy, O5) = @(Uy, Wy, .., Uy, 0.05) = 0.(Uy, Wy, ..., Uy, Oc) = O.1

On dit que

(@ est alternée si et seulement si : U = U = @(uy, Uy ..y Uiy, Uiy Upgtg eeep Ujg, Uy Ujgg, «np Up) = 0.
(OG, )0, np? i#j).

- Proposition: Soit @ une forme n-linéaire e la forme bilinéaire définie, pour i<j par:

(ﬂ,j(xl Y) = (Kull voop Uiy Xy Ujrgy ooy ujl Y, uj+ll ey un)-

Alors : @ alternée < @; antisymétrique pour tout couple (i, j) O[1, n], i <j (cf. ch. C 818.

- Preuve: si ¢ est une forme n-linéaire alternée, alors : @@, ..., Ui, U + U, Ueg, -, Ya, U + U, U, ..., U) est égal, en appliquant la
linéarité, & une somme de quatre termes dont dentxrails car ayant deux fois; wu deux fois u il reste alors le résultat souhaité, a
savoir : @(Uy, ..., U1, Y, Usty ooy Y, U, Usa, ooy W) + @Uy, Wy, ..., ) = 0. Réciproquement, si le fait d'échanger deux vestebiange le signe,
pour W=y, ona: @uy W, ..., ) = @Uy, ..., Uz, U, Uty ooy Yo, U, Usty ooy W) = -@(Ug, Wy, ..y W), d'O0 @(Uy, W, ..., W) = 0, on a bien une
forme alterné

- EChange Echanger deux vecteurs s'appelle « appliquer une transposition » & la famille ordonnée de n

vecteurs : A = (uy, ..., Uy), ce qui a pour conséquence de changer le signe de son image par la forme
multilinéaire alternée.

2 Définition du déterminant

- Théoreme: Toutes les formes n-linéaires alternées sont proportionnelles.

Cela veut dire que si la forme n-linéaire altern@en'est pas I'application nulle, alors toute formdinéaire
alternéey est telle quap = k., ou k est un scalaire.

- Définition ; Le déterminant d'une famille A de n vecteurs dans une base B est la
forme linéaire alternée qui prend la valeur 1 sur B, notée detzg(A) avec detz(B) = 1.

- Proposition: (w, W, ..., 4) est une famille liée= deg(uy, W, ..., 4) = 0.
(W, W, ..., 4) est une famille libre= deg(uy, W, ..., k) £ 0.
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- Preuve: Si A=(w, W, ..., 4) estune famille liée, alors il existe une coralison linéaire nulle ayant au moins un coefficieot nul,

ce qui signifie que I'un des vecteurs est combamaiéaire des autres ; par exemple,:=uat;.U; + Az.Up + ... +0n1.Ung. D'OU, grace a la n-
linéarité: @(uy, W, ..., Uy, O1.Up + O2.Up + ... +QAna.Ung) = 01.QUs, Wy, ..y Uha, W) + 02.@(Us, U, .oy g, W) + ot +002.0(Us, U, <oy Uhg, Ung) = 0.

Si A est libre c'est une base de Vect(A) ; aluits @uy, W, ..., b, W) = 0, et un vecteur quelconque, ¥a.U; + 0.Up + ... +0p.Uy, ON A S
@uy, W, ..., U, Vy) = 0 en appliquant la linéarité. En appliquantnd@me la linéarité a toute famille de n vectegvs, v,, ..., w) de
Vect(A), on arrive a : @y, V2, ..., W) = 0, d'ou @ est I'application nulle sur Vect(A). Par suite, appliquant les deux premiéres on trouve
la troisieéme.

- Corollaire : Si on ajoute a I'un des vecteurs de la familig W, ..., 4) une combinaison linéaire des autres
vecteurs de cette méme famille, la valeur de latfon ne change pas :

Uy, W, ..., Ug, U + kéliak.uk, U1, - W) = @Ug, Wy, ..., W). (Il suffit une nouvelle fois d'appliquer la linéait

- Formule de changement de baseit B= (g &, ... §) et B'= (& 6, ... ¢) de E=K"; pour toute
famille (w, W, ..., 4) de E: dei(uy, W, ..., ) = deg(B).dek(uy, U, ..., W).

- Preuve:Les formes linéaires detet det sont proportionnelles, il existe donc un scalake tel que det = k.det. On obtient
I'expression de k en donnant I'image de B p(@9t= k.deg(B) = k, d'ou la formule de changement de hase

- Remarque det(B).deg(B') = L

- Proposition: Si f est un endomorphisme de E, det(f) = detg(f(B)) ne dépend pas de
la base B choisie. Alors : detg(f(A)) = det(f).dets(A).

eSi M est la matrice de f dans la base B alors : det(M) = det(f) ne dépend pas non
plus de la base dans laquelle on exprime f.

- Preuve: La forme linéaire ¢(A) = det(f(A)) est proportionnelle au déterminant dans dBnc égale a: k.dgf\), et au déterminant
dans B;donc: @A) = k'.det(A). On applique & B pB) = deg(f(B)) = k = k'.deg(B) ; on applique & B' p(B') = deg(f(B)) = k'. Avec
la formule de changement de base (B')) = det(B).deg(f(B')) = dek(B).k' = k, donc : k = de{f(B)) = deg(f(B")).

On peut donc le noter plus simplement detf)alors, comme k = det(f)@A) = det(f(A)) = k.dek(A) = det(f).det(A).

On en déduit, comme il est écrit dans le tableawsujti: det(ég) = deg((fog)(B)) = deg(f(g(B))) = det(f).det(g(B)) = det(f).det(g)Si f est
bijective, alors : det(f).det) = det(6f ) = det((fof *)(B)) = deb(f(f (B))) = det(B) = 1 ; donc : det(fogof) = det(g) Si P est la matrice
de f et M celle de g dans, Blors : det(ﬁ.M.P) = det(M) ; il en résulte que le déterminaatld matrice d'un endomorphisme ne dépend
pas de la base dans laquelle la matrice est donnée

- ConséguenceDeux matrices semblables ont le méme déterminant.

- Preuve: Il existe une matrice inversible P telle que=N.M.P"; d'otl det(N) = det(P.MB = det(P).det(M).det(D = det(M) (en
appliquant la propriété dans le tableau suivantesiproduits matriciels)

Propriétés: soit B la base canonique, A une famille de n vecteurs, et a un scalaire.

A basede E < detg(A)#0 f automorphisme < det(f) #0 M inversible < det(M) #o
det(fog) = det(f).det(g) det(M.N) = det(M).det(N)
detg(B) = 1 det(ideg) = 1 det(I) =1
Si f bijective : det(f') = 1/det(f) | Si M inversible : det(M') = 1/det(M)
dek(A) = dek(B).dek(A) dets(f(A)) = det(f).dets(A) det(‘M) = det(M), det(a.M) = a".det(M)

- Preuves f est un automorphisme si et seulement si &Bf) une famille libre

Déja donnée précédemment : deg(f= det((fog)(B)) = det(f(g(B))) = det(f).det(g(B)) = det(f).det(g)
det(ick) = det(B) = 1 = det(§f™) = det(f).det(f"), d'ou le résultat

det(l) = det(id) = 1 = det(M.M") = det(M).det(M"), d'oll le résultat
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- Autre écriture du produit matriciel

Soit P =iy, ., et M= (a,j)ls_ksq ; on note les lignes de M ;E (a(,,-)lsjsp. Alors :
1<k<q 1<j<p
Ly Og1.L1+0g o Lot ... +07 gLq
PM = P L:2 _ 0(2,1.L1+0(2,2.|_:2+...+0(2,q.Lq .
Lq Olp1.Li+0n2Lat... +0pqLq

lel.L1+C(1'2.L2+ +G1,n-|-n

. : : : 1 |apili*@oolot... +0opL,
ConséquenceSi P estinversibleigne o=, det(M) =g5im) 2T azn 2n

On1La+0n Lot ... + 00l

3) Cas initiaux (n< 3).

n=1:det(x) = x.
n=2:det((5), (§)) = |5 a| =ad-be

-Remarquessi u et v sont deux vecteurs du plan, alors
N N
(ulv) = |u]l.]Iv]|.casv), et : det(uv) = [|ul].||v]].sa,v).

O- 0O
Si [AB] et [AC] sont les cbtés d'un parallélagime, alors |det(ABAC)| est son aire.

n = 3 :e Reégle de Sarrus : on recopie les deux premieres lignes sous le déterminant, on
fait les produits de trois termes en assignant un signe + aux diagonales
descendantes et un signe - aux diagonales montantes :

X1 Y1 2y
X2 Y2 22
X3 Y3 Z3

= X1Y2Z3 + X3Y3Zy + X3Y1Zy - X3Y2Z1 - X1Y3Z7 - X2Y1Z3.

- e Méthode du produit vectoriel : det(uy, uy, us) = (ui|uxCuz) = (u;dux|us) ;

S, Y2 z y: 2 yi 2z X2 Y Y X1y
2 22 121 121 2 Y2 1 Y1 1 Y1
X2 Y2 Zz| = Xj. - Xa. . = Zj. - Z3. Z3. .
y 1|Y3 Z3| 2|Y3 Z3 3|Y2 3 ] xs Y3| 2 X3Y3| 3 I x2 Y2|
X3 Y3 Z3

On appelle aussi cette formegdeoduit mixte Si [AB], [AC], [AD] sont les arétes d'un parallélépipéde, alors
0o 0> 0O
|det(AB, AC, AD)| est la mesure du volume du parallélépipéde.

- Remarque det(u, v, @v) = (ulv|ulv) = ||uv|f = ||uﬁ.||v|f.sin?(u/,\v).

-Exemples Avec Sarrus A = =158+26.7+348-357-16.8-248=3

WN P
o o b
0 00

A= ;Ll'L3/2—>L1,|_2'5|_3/6—>|_2:A: ;Ll'L2/2—>L1:A: =24

WN
o~ O
[oNeNe]

ON B
o h~O
[N eNe]

1
0
0

o h~O
[ NeNe]

On peut généraliser la méthode du produit vectasiet le développement selon une ligne ou une nelon

On peut aussi appliquer la méthode du pivot de &axigosée dans le paragraphe suivant.
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4) Cas général
e Développement selon une ligne ou une colonmechoisit une ligne i ou une colonne j du
déterminant A, et on fait varier I'autre indice ; par exemple on choisit la colonne j et on fait varier i de 1 a

n. A chaque coefficient a; on affecte un signe appelé sa signature égal a (-1)i+j et le déterminant m;; d'ordre
n -1 obtenu en supprimant la i-éme ligne et la j-iéme colonne de A, appelé le mineur de aj. Alors :

n
A= 2(-1)i+jaijmij.
=

-Exemple A=

58 4 7 4 7
= 1.|6 8|- 2.|6 al+ 3.|5 al=1.68)-2.(10 +3(3) =3
e Méthode du inOt de Gaussrn peut additionner a n'importe quelle ligne ou colonne une combinaison
linéaire des autres. Le but est de faire apparaitre des 0 et d'appliquer ensuite la méthode précédente.

- Remarque I est possible d'appliquer la méthode du pistet Gaussindifféremment aux lignes ou aux
colonnes ((n peut commencer par traiter une colonne, puitiraggr par une ligne, et alterner ou non autarfoequ'on le souhai)e

147 14 7 14 7
-ExempIeSoitA 258|; Ly-2L3 - Ly, L3-3L; - Lg: A=|0-3 -6[=-3.{01 2|; C,-4C, > C,,
368 0 -6 -13 0 -6 -13
100 100 100
C;-7C, - C: A=-3./01 2|; L,-2L; - L,: A=-3]010|=3.|010[; C+6G - C,: Finalement
0 -6 -13 0-6-1 0-61
100
A =3.10 10| = 3. (En pratique il est possible de faire le calcul pamidement en associant plusieurs méthodtes ¢elle-d)).
001

-Remarque e Si on veut transformer plusieurs lignes ou plusiecolonnes simultanément, soit on ne
multiplie que par des matrices triangulaires aglast 1 dans la diagonale.

a b c
Exemple Avec | b ¢ a|,Onvoudraitfaire {b+Ly+Ls~ Ly; Lo-Ly - Ly; Lg-Ly~ Lg}:
c a b
a b c 1 1 1
b ¢ a|_.(a+b+c) b-a b-c a-c|;mais celarevient a faire le produit :
c a b c-b a-c b-a
1 1 1 a b c a+tb+c a+b+c a+b+
det( -1 1 O || b ¢ a | = det b-a b-c a-c |), dou le déterminant initial est
0 -1 1 c a b c-b a-c b-a
1 1 1
multiplié¢ par: | -1 1 0 | =3 Il faut donc éviter de multiplier par une matriwen triangulaire
0 -1 1

(C'est encore plus évident avec la transformatifing:- L, - Ly ; Lo- Ly - Lz}).

* Soit on utilise la propriété du produit donnéa &n du paragraphe 2 ;si Pef),__  estinversible :

1<j<n

|_1 0(1,1.L1+a1,2.L2+...+Gl,n.Ln

L2 _L azyl.L1+O(2‘2.L2+.‘.+(12'n.Ln
= det(P) :

Lq an,l-L1+an,2-|—2+~-~+an,n~|-n

! Karl Friedrich Gauss : 1777-1855
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5) Cas particuliers

e Le déterminant d'une matrice diagonale ou d'une matrice triangulaire est égal au

produit de ses termes diagonaux. (II s'agit de la diagonale descendante, appelée amsscipale. La preuve est évidente
par linéarité pour une matrice diagonale, et paue matrice triangulaire il faut préalablement agouties combinaisons linéaires aux
colonnes pour la transformer en matrice diagoradst la méthode du pivot de Ga)Jss

- Méthode Avec la méthode du pivot de Gauss, on peut semar & une matrice triangulaire dont le produit
des coefficients diagonaux vaut det(N)n'y a pas unicité, et elle n'est pas en généeahblable a W

e Déterminant de la comatricéa comatrice de M est la matrice des cofactelesofacteur de ; a est
le produit de la signature par le mineur : ¢9@ (—1)'+‘mi,j, Co(M) = (co(&)),.,.,

1<j<n
- Proposition: 'Co(M).M = M.'Co(M) = det(M).L

- Corollaire: Si M est inversible, alors : &= detl(M).tCo(M).

- Conséquence det(Co(M)).det(M) = det(M) ; donsi M inversible : det(Co(M)) =.1
Et si M non inversible, alors : det(Co(M)) =@i M est la matrice nulle alors Co(M) aussiosi il y a un vecteur colonne

o . . S .
C non nul dans Met alors les n colonnes de Co(M) sont dansqGi est de dimension-i, ce qui implique qu'elles sont Ilées

-1
¢ Cas particulier des matrices d'ordre deux invlﬁsib( g g) = ad:-Lbc( Cti) -; )

e Si M est a coefficients complexes, en notentia matrice dont les coefficients sont les configde ceux de
M, alors :

detf) = det(M); Cof) = Co(M); ‘M ="M :si M inversible :M = M*.

e Déterminant d'une matrice triangulaire par blossp + g = n, que A et C sont des matrices

carrées d'ordre respectifs p et q, B une matrice quelconque et © une matrice nulle de dimensions
convenables, alors :

| g 2 = det(A).det(C). De méme si les dimensions sont convenables : | g 2 | = det(A).det(C).

- Preuve: si A n'est pas inversible alors det(A) = 0 latfamille constituée des vecteurs colonnes deesilliée donc det(M) =,0ce
. A B .
qui valide la formule. Si A est inversible, alols’ existe, et on définit M (0 C) et N :(AE) (I)) ; il est clair, en le développant

selon les derniéres lignes, que det(N) = dé)(#l/det(A) En outre : N.M :(é g) donc, en le développant selon les premiéressigne
det(NM) = det(C) Il s'en suit que det(M) = det(A).det(C)

e Matrice diagonale par b|OCSA11, A, ..., A, étant des matrices carrées et © des matrices nulles (pas
forcément de mémes dimensions),

AA © O ... 0O
O A O .. 0O
© 0 A O | = det(A;).det(A,)...det(A,).
© 0 0 .. A

- Remarquesii est possible d'appliquer ce résultat aveadéterminant contenant une ligne ou une colonne
ayant un seul terme non nul :
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&, &3 ... @n 1 0 o .. O

1

0 @ &3 .. an 1 % @z .. @n Z’: zz Z”
0 @ @3 .. & |=| & & &3 .. & |=| oo
0 & @3 .. &n 1 @e B3 . @n G2 s G

¢ On peut encore appliquer le principe précéddnt gliune colonne ou une ligne avec deux élémedie la
linéarité :

&1 @, &3 .. an 1 a a3 ... an 0 a a3 .. an
1 S 3 ... n 0 @& & .. a&n 1 & @& ... @&
A=| 0 @& @& .. @& |=a| O @ & .. @& |+&.| O @& & .. a |;donc:
0 a2 @& ... @&n 0 a2 a3 ... an 0 a2 a3 .. an
G2 3 ... Sn G &3 ... an
A=ay.| & 2 » 2 | g, | & & - & (le signe " vient de la transposition de lighes
&2 &3 ... Gn &2 &3 ... 9n

Il est possible de généraliser ce principe a téaiteolonne, ou a toute la ligne. Mais, en pratique,n'est
intéressant que pour les petites dimensions ; iacdoit calculer un déterminant ayant un nombdgterminé
de lignes et de colonnes, on se limite en général@u deux éléments non nuls pour appliquer Esliité.

- Sighature Le nombre de transpositions nécessaires pour emerterme situé a la i-éme ligne et j-iéme
colonne jusqu'a la premiéere place est i ©n peut donc appliquer ce qui précede a une kignane colonne
guelconque, a condition de multiplier par I(—'1‘)

&1 & .. 0 .. an a1 e a(j-1) A (j+1) . an
& & ... 0 .. a
T (_1)I+Ja_ &yt e &y &gy - &ean
94 & ... & ... n I Qi1 - Qi) K e Gikn
&1 &2 .. 0 .. @& A1 .. &G G+1) e O

Ce dernier déterminant est appelé le mineur gestanoté m; on peut ainsi appliquer la linéarité et dévelpp
tout déterminantA selon une ligne ou une colonne fixée au départeRemple, en fixant la colonne j:

n
"
A= z;(-l)I 'ajmij. (On retrouve le résultat du paragraphe 5
1=

- Déterminant de VandermondgEtant donnés n scalaireg, @, ..., & ; c'est un déterminant de la forme :

1 a & a
1 a & a,
V(all @1 LR ] al) = 1 & ag ansl = I_I (q - a')
1<i<jsn
1 a & an
1 0 0 0
-2
1 a-a a@-a) .. a&@-a)
- Preuve: Pour i22, G-a.C1 -~ G: V(a, &, ..., &) = 1 &-a &@-a) .. an; (- a) , en développant selon la
1 a-a a@-a) .. an(;-a)
premiére ligne, puis en utilisant la linéarité kudéterminant d'ordre n - 1 obtenu :
1 a .. ay
1 a ay
V(a, & ... 8 = (& - a)(@ - a)..(& - a). T = (@ - @)@ - &)..(& - a)V@, ... a). Il ne reste
S
1 & .. an

plus qu'a poursuivre le processus de récurrengel'us résultat final
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- Utilisation d'une indéterminéePar exemple, en ajoutant X a tous les élémdnts déterminants, en
appliquant la linéarité sur les colonnes tous &meés ayant deux colonnes ne contenant que deserdnt
nulles ; il s'en suit que :

1 & &3 ... &n atX X artX L atX
Q1 G 3 ... Bn X X astX L. atX
A=| a1 @ @ .. & | >AX)=| atX auztX a@tX ... a&+X |, avec:
A1 &2 &3 ... Sn atX  aptX  aptX .. &ntX
1 a, a3 .. an an 1 as .. an 1 @& a3z .. 1
1 a @& ... an @ 1 a3 .. an 1 B &3 .. 1
AX) = A + X(| 1 @& @ . @& |+| @ 1 @& .. @& |+ ..+ 3 & & ... 1 [).
1 &2 &3 ... an a1 1 &3 ... an 81 B2 &3 ... 1

Dot : A(X)=AX +A; il suffit ensuite de donner des valeurs a Xurgoouver A.

- Autre exempleUn déterminant d'ordre n dont seule la diagoeantient X est un polynéme dont le
terme de plus haut degré est donné par le proddé diagonale : d°(det(M + X.I)) =n

Il y aici une propriété intéressante : Si M Mt sont semblables, alors : det(M' + X.1) = detf\K.I).

- Remarque Si les coefficients de la matridé sont des fonctions affines de, ¥ans plus de précision, alors :

d°(det(M))< n.

- Déterminant circulant Les lignes et colonnes sont le résultat d'uneptation circulaire. Soit :

X1 X2 Xz .. Xq X1 Xa Xz . X
X2 X3 X4 .. X Xn X1 Xp e X1

A=| X3 X4 X5 . X |, B=| Xn1 Xp X1 .o X2 | A=det(A)
Xn X1 X2 e X Xn1 Xo Xz ... X

Ces deux matrices sont circulantes et les deuxrdiétents circulants. Le premier peut se déduirsetond en
appliquant E((n - 1)/2) transpositions sur legadig éauf la premiére, la 2-iéme et la n-iéme, la 3-i@mia (n-1)-iéme, etc)..

. - 1)/
Il s'en suit que I'on a : det(A) = (—E_IL(S1 Y 2).det(B)

- Premiere méthodénauvaisg : On fait la somme de toutes les colonnes quentiet a la place de la premiére et :

1 X X3 ... X
1 X3 X4 ... X
A=X+X%+..+%).]| 1 X X5 ... X
1 X X . X1

- Deuxiéme méthodeSoit P le polyndme défini par P(X) T % %X + XX + ... + x1Xn'1; et wy =2k |es
racines n-iemes de l'unitén(note plus simplementa= ). ONn pose ensuite :

1 1 1 1 1
W W W .. Ghg )
M=| o ol o} ey |, et YU=| of
W1 w1 on1 ‘n1
W W W ... Wy
On montre alors que A.Uy, = P@J).Ux, B.Uc = P@).U, AM=( AUy AU; AU; .. AUy ) et

idem avec B.MOn obtient finalement : d&j = P(1).P).P®)...P™™).
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6) Déterminant de Gram

(Ur]u) (Ua|wp) ... (Uafu)
Si E est euclidien, la matrice de Gram de la famille (s, W, ..., W) est : G(A) = (Lelun) (Ualte) .. (eltd |
(Uit (UJtg) ... (| i)
On appelle déterminant de Gram de 4ram(A) = det(G(A)).
- Proposition: Si B=(g, &, .., &) estune base orthonormale de Vect@grs :

gram(A) = def(A)2. (Au passage : gram(4)0).

- Preuve: Soit M la matrice dont les colonnes sont les cosaptes des; wans B ; alors G(A) MM donc : det(G(A)) = det(M)

- Propriétés: Les premiéres propriétés sont des corollairda geoposition précédente.
Pour tout réela, gram(y, W, ..., U1, O.U, Us1, ..., ) =02.gram(y, U, ..., U).

gram(u, W, ..., g, U, Usz, ooy Uz, U,y Yeg, oo U) = gramy, W, ..., WJ).

A famille libre = gram(A)#0; A famille liée = gram(A) =0

Pour tout vecteur v de A: gram(up, ..., U1, U +V, U, ..., U) = gram(y, U, ..., U).

Pour tout vecteur v de A gram(y, W, ..., U, V) = |[vR.gram(u, W, ..., U). (Il suffit d'écrire la matrice pour le voir
gram(u, Uy, .., Ua, U +V, Uea, ., U) = [IVIEGram(u, W, .., U, Uer, oo U) + gramy, W, ..., W).

(On écrit la matrice, et on écrit la i-éme colonneime une somme avec, @ ..., V2 ..., 0)).

Soit p la projection orthogonale sur Vect(Apuptout vecteur x de E:
gram(y, W, ..., U, X) = gram(y, W, ..., U, X - p(x)) =[x - p)flgram(y, w, ..., u).

(Corollaires des deux précédentes en écrivant x«-p(x)) + p(x).

- Distance d'un vecteur a un sous-esp&oer tout vecteur x de E :

On note degfA) =0 si A estliée, dgd) =le déterminant de A dans la base orthonogroatenue a partir de
A par le procédé de Schmidt sinatveg la condition de positivité, donc: &) = 0 ; on pourrait appeler ca tterminant
euclidiende A). Alors : gram(A) = dgfA)? (d'aprés la premiére proposition

Si A estlibre : d(xVect(A)) :\/gram(q, W, ..., W, X)/gram(y, W, ..., W) = |deg(AT{x})/deto(A)].

(C'est un corollaire de la derniére propriété cisdgs

L'avantage du déterminant de Gram sur le détermidana famille dans une base orthonormale de ¥gct(
consiste dans le fait qu'il n'y a pas besoin deatire cette base ; on peut le calculer en coramratis®ulement
les coordonnées des dans la base de E considérée.

- Composantes d'un vecteur de Vect(A) danssiAA est libre, on peut connaitre les coordm
d'un vecteur quelconque de Vect(A) dans A goespres. Soit U =pup + Xo.lp + ... XUy ; alors :

gram(u, W, ..., U.1, U, Uy, ..., U) =X2.gram(A), d'oll : x= i\/gram((AD{u}) N{u;}/gram(A).

- Remarque On peut ainsi retrouver les formules de progectiu chapitre CEn effet, si la base B est
orthonormale, alors : jx xdeg(us, W, ..., U1, U, U1, ..., W/deg(uy, ..., U). Avec I'écriture matricielle, en
écrivant des majuscules pour les matrices colodeescomposantes des vecteurs danstin notant Co(Y

la colonne des cofacteurs de la colonne dd la matrice (Y U, ... U), et en développant le déterminant du
numérateur selon la colonne U {up = %u; avec xU; = i(‘Co(U,).U).Ui/det(Ul ... U). Donc, en notant M
la matrice de pdans B et commetCo(Ui).U est une matrice d'ordre #iorfc elle permule:

M;.U = +U.(Co(U).U)/det(U; ... U) = +(U.'Co(U)).U/det(U; ... U), d'oli : M ==U;.'Co(U)/det(U; ... U),
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ou I'on a vu dans le chapitre C que le signe enable était M= Ui.tCo(Ul)/det(Ul o U).

- Conclusion x = i\/gram((AD{u}) N{uP/gram(A) = deb(uy, W, ..., Ug, U, U, ..., U)/det(uy, ..., W).

- Cas initiaux
Si k=1: gram(u) = ||a&]|
Si k=2: gram(uv) = ||[ufiv|]f - (u[v}. Dans le cas particulier o dim(E) = 3 : granu= [|uVv|P.

- Preuve: Si A=(u v) estliée, c'est trivial ; sinon : B(Wuu_ll ﬁ.(ﬁ.u - |lu]].v)) est la base orthonormale obtenue pa
uav2 - (ulv

le procédé de Schmidt. Alors, gram(A) =g8a)? = 1/dex(B)? = [Jufl|IVIf - (u|v}.

Par ailleurs, en notan® = (uA,v), alors : gram(uv) = [|ufi[vIf - (u|v} = |lufllvIf(1 - cos2B)) = ||lufillv|fsin2@) ; ce qui, si dim(E) = 3est
(luvP.

N
Donc, comme on ne connait en général pas le sigseds : detu, v) = [|u]].||v]|.|s{a,V)]

(On généralise ainsi I'égalité : (Fw)det(u, v)? = ||uff||vIF)-

Le déterminant de Gram donne aussi le volume dallgéotope @énéralisation du parallélépipedieainsi qu'une de
ses propriétésidrmule de BinétCauchy, mais cela déborde un peu trop du sujet de ceittea

7) Formes n-linéaires alternées quelconqu@s programmg

Soit E =K", avec K= R ou C. Alors toute famille de plus de m vecteurs, anssstrict, est liée, et toute
famille libre possede moins de m vecteurs, as Ege.

L'application @:(E" -~ K) est une forme n-linéaire sur E si et seulement si les applications
partielles sont linéaires.

Etant donnée la famille {uw, ..., 1), on noteq, la k-iéme application partiellep:(E - K) :
(pK(u) =(Kulr W, ..y U1, Uy Uty ooy Lh)

- Propriété: si l'un des vecteurs de la familley, (W, ..., 4) est nul, alorsp(uy, W, ..., 4) = 0.

- Preuve: Par exemple u alors : (U, W, ..., Uy, O5) = @Uy, W, .., Uy, 0.05) = 0.(Uy, Wy, ..., Uy, Oc) = O.1

On dit que:

¢ est alternée si et seulement si: U =U = @uy, Uy, ..., U1, Ui, Uis1, -ovp Uj1, Ui Ujst, oonp Un) = 0.

- Proposition: Soit @ une forme n-linéaire ey la forme bilinéaire définie, pour i<j par:

(ﬂ,j(xl Y) = (Kull voop Uiy Xy Ujrgy ooy ujl Y, uj+ll ey un)-
Alors : @ alternée < @; antisymétrique pour tout couple (i, j) O[1, n], i <j.

- Preuve: sSi ¢ est une forme n-linéaire alternée, alors : @@, ..., Uz, U + U, Ust, ..., Ya, U + 4, Usa, ..., U) €St égal, en appliquant la
linéarité, a une somme de quatre termes dont dewixrails car ayant deux fois; wu deux fois u il reste alors le résultat souhaité, a
savoir : @Uy, ..., U1, Y, Us1, -ooy Y, U, Usg, ooy W) + @Uy, Wy, ..., ) = 0. Réciproquement, si le fait d'échanger deux vestebiange le signe,
pour W=y, ona:@uy W, ..., ) = @Uy, ..., Uz, U, Us1, oy Yo, U, Ust, ooy W) = -@(Ug, Wy, ...y W), d'O0 @(U, W, ..., W) = 0, on a bien une
forme alterné

- Permutations On appelle transposition une permutation de ddéments. Toute permutatiom est produit
de transpositions, et on appellesignature deo» = g(0), (-1) a la puissance le nombre de transpositions

2 Jacques P. M. Binet : 1786-1856
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apparaissant dans la décompositionaleen transpositions. Le nombre de transpositioest pas unigue, mais
sa parité est uniquen(l'admettr} :

0=ttt = £(0) = (-1) Et: e(id) = (1] = 1).

- Généralisation Echanger deux vecteurs consiste & appliquer une transposition a la famille ordonnée de
n vecteurs: A = (uy, ..., Uy).Il est ainsi possible de d'appliquer une permutation quelconque G au vecteurs
de la famille A : f(O(A)) = €(0).f(A) ou €(0) = (-1)q, g étant le nombre de transpositions qu'il faut appliquer
pour rétablir I'ordre initial, appelé aussi : signature de O.

e Familles liées, familles libres

- Proposition: Si ¢ est alternée et non nullguélconquy,

@ A famille liée = @A) = 0. Donc si m<n alorg est |'application nulle.

- Corollaire : Si p = dim(Vect(A)) alors p < n= Vect(A) O Ker(@).

® Si m=n: A famille libre et @A) =0 = @ est nulle sur Vect(A).
® Si m=n:A famille libre = @A)#0; A famille liée = @A) = 0.

(A noter qu'il n'existe pas de famille libre de plus de m vecteurs).

- Preuve: Si (u, W, ..., u) estune famille liée, alors il existe une conalison linéaire nulle ayant au moins un coefficieon nul, ce qui
signifie que I'un des vecteurs est combinaisonalieédes autres ; par exemple ; =ua;.u; + Oz.U; + ... +0na.Upg. D'OU, grace a la n-
linéarité: @uy, W, ..., U-g, 01.Up + Qp.Up + ... +001.Ung) = 001.Q(Ug, Wp, ..oy U, Up) + 02.@(Ug, U, ...y Uheg, Wp) + ... +002.@(Ug, Wy, ..., Uy, Ung) = 0.

Si A est libre c'est une base de Vect(A) ; aluits @uy, W, ..., b.g, W) = 0, et un vecteur quelconque, ¥a;.U; + Oz.lp + ... +0p.Uy, ON A :
@(uy, W, ..., g, Vo) = 0 en appliquant la linéarité. En appliquantnd@me la linéarité a toute famille de n vectegvs, v, ..., w) de
Vect(A), on arrive a : @V, V, ..., W) = 0, d'ou @ est I'application nulle sur Vect(A). Par suite, appliquant les deux premiéeres on trouve
la troisieme.

- Démonstration du théorémeToutes les formes n-linéaires alternées sont proportionnelles.

Cela veut dire que si la forme n-linéaire alterngen'est pas I'application nulle, alors toute formdinéaire
alternéey est telle quap = k.p, ou k est un scalaire.

- Preuve: Soit B = (g, &, ..., 8 une base de ,Eet le scalaire k tel quai(ey, &, ..., 8) = kg€, &, ..., §). Alors, si ¢ est une
permutation des n vecteurs de d a : Y(a(ey), o(e), ..., 0(ey)) = k@(o(er), a(ey), ...,a(ey)) ; il suffit en effet de les échanger deux par
deux jusqu'a avoir la bonne disposition, ce quiuest autre fagon de dire que toute permutatioc@sposée de transpositioristange de
deux élémen)s Par suite, si @i, ..., 4) est une famille quelconque d'éléments dealors : Y(uy, W, ..., 4) = K@Uy, W, ..., B). En effet,

en appliquant la linéarité, les seuls termes nds sont ceux qui sont de la form@(a(e), o(ey), ..., 0(€y)), il suffit ensuit d'appliquer ce qui

précéde

- Démonstration de deiM) = det(M): En appliquant la linéarité & la famille des vectecnlonnes de M on arrive & une
combinaison linéaire de termes de la forme : k(dét;), o(ey), ...,0(e,)) oU G est une permutation sur n éléments, car celssrseuls
termes qui ne sont pas nuls.

Et il en est de méme en appliquant la linéarité fanille des vecteurs colonne (tM avec cette précision supplémentaire que le fackeu

obtenu pour M se retrouve affecté a: l@d(n(el), a(ey), ...,a(ey))). Il suffit donc de démontrer que la propriétéwsie pour une matrice
de permutation pour gu'elle soit vraie dans le gaséral. Or, une matrice de permutation posséd® fdmpriétés qui permettent de
conclure : d'une part son déterminant vatlt selon le nombre de transpositions qu'il fautligppr pour retrouver la matrice identique ; et
d'autre part la transposée d'une matrice de petionutst égale a son inverse car pour obtenirads da diagonale en faisant le produit ligne
par colonne, il est nécessaire que le lignes de Boient égales aux colonnes de I'awtneg('il y a un seul « 1 » par ligne et par colgretedes
zéros sinop. Comme une transposition est son propre invepsand on a la décomposition d'une matrice de pationten transpositions, sa
transposée est égale au produit des mémes tratispesians I'ordre inverse, elles ont donc le mé@éterminant. La proposition est alors

vraie dans le cas général.
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