H) Réduction des endomorphismes.

E est unK-espacevectoriel, aveclkK = R ouC, dedimensionn munidela basecanoniqueB = (e, &, ..., &).
Si f est donné initialement, c'est un endomorphisie E de matrice M dans B

Si M est donnée initialement, est I'endomorphisme dE = K" dont la matrice esM dans la base canonique.

1) Définitions Valeurs propres, vecteurs propres, sous-espacpeep éléments propres, spedrgCf. chapitre C §1)L

Le scalaire A est une valeur propre de f si et seulement s'il existe un vecteur non nul u
tel que : f(u) = A.u.

Le vecteur non nul u est un vecteur propre associé a la valeur propre A de f si et
seulement si : f(u) = A.u.

L'ensemble des valeurs propres de f est appelé le spectre de f (quion peut noter Spec(f)).

- Proposition: Si u est un vecteur propre de f il en vardame de tout vecteur colinéaire 3§ sauf @.
Deux vecteurs propres de f associés a des valeapses distinctes ne sont pas colinéaires ; gdugralement,
une famille de vecteurs propres tous associés walesrs propres distinctes est libret. ¢h. C §1).

- Preuve: Par récurrence sur, ja propriété est évidente pour p = 1; on supmpse la famille (4 w, ..., ) de vecteurs propres
associée aux valeurs propres respectivRs A, ..., Ap, est libre. S'il existe un autre vecteur propge; @ssocié a la valeur proppg.s, la
famille (W, W, ..., Y+1) ne peut étre liée que si,.u est combinaison linéaire des précédents.; al.ul +0zU; + ... +0p.U,. ON fait
ensuite I'image par f de cette égalité et onudtiptie par Api1: ApraUpss = A101.UL +A00. U + ... A0 Uy = Apsa01.UL + ... HApaOp. Uy ;
ne reste plus qu'a soustraire les deux formes oegen ki - Ap.)01.ul + d2 - Aps1)0a.Up + ... + Qp - Aps1)0p.Up = Gz D'ol, comme c'est une
combinaison linéaire nulle d'une famille libré\; = A, = ... =A,.1, ce qui est impossible par hypothése, d'ou lalitélde la proposition.

- Autre preuve Pour tout jO [1, n], soit y le vecteur propre associé a la valeur propreet soit ai, 0y, ..., 0k une famille de
scalaires tels quel;.uy + a.Up + ... +0i.U = Ge. On applique f autant de fois qu'on le souhgiiten obtient ainsi 1 mO N,
m m m
Gl)\l.ul + 027\2.U2 + ... +ak)\k.uk = (.
Ainsi, en notant (¥j, X2, ... Xnj) les composantes dg dans la base canonique, on@i 0 [1, n],
)\T(alxivl) +)\r£](a2xi,2) + .. +)\T(akxi,k) =0, oll les inconnues Sormt;X; 1, AzX; 2, «.. kX k-

En faisant varier m de O a-Xk on obtient un systeme d'équations dont le déremiest un déterminant de Vandermonde non neh |
résulte que toutes les inconnues sont nulles.

En faisant varier i de 1 a, et en écrivant les résultats sous forme de cel®non obtient que a;.u; = 02.U; = ... =0k.U = G. Mais come
les vecteurs ne sont pas nul, on a nécessairentant 0, = ... =0 = 0, d'ou I'on déduit que la famille considérée dzeli

- Généralisation Cette définition reste valable dans le cas otesE de dimension infiniedmme pratiquement
tout ce qui ne concerne pas les matfices

- Equations Avec l'écriture matricielle f(u) A.u devient: M.y = A.ug, ou encore : (M A.l).ug = O
(matrice nulld. Si la matrice M A.l est inversible, il n'y a alors qu'une uniqukiBon, a savoir le vecteur nul. Le
probléme n'admet donc une solution non triviate tulld que dans le cas ou cette matrice n'est pas iblers

- Proposition: L'ensemble des vecteurs propres associés a iee paopre donnée, auquel on adjoint, st
un sous-espace vectoriel appelé : Sous-espaceepaspocié a la valeur propre en questioespace vectoriel est
E=K" dans le cas d'une matrice carrée d'ordre(Preuve immédiade

- Notation: Le sous-espace propre associé a la valeur prbpest noté en général,,Eet on a ainsi I'égalité :
E\ = Ker(f - A.idg).
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2) Endomorphismes et matrices diagonalisables. Boigncaractéristigue

e Une matrice M est diagonalisable quand elle est semblable a une matrice diagonale : Il
existe une matrice inversible P et une matrice diagonale D tellesque: M = PDP.

e Un endomorphisme est diagonalisable quand il existe une base de vecteurs propres. En
pratique on cherche cette base en diagonalisant sa matrice dans la base canonique ; P
est alors la matrice de passage dont les colonnes sont les coordonnées de la nouvelle
base données dans I'ancienne base.

- Polynbme caractéristique : Le polyndme caractéristique de f est: det(f - A.idg).
C'est un polyndme de degré n (ladimensionde E).

Le polynéme caractéristique de M est : det(M - A.I,). C'est un polynéme de degré n.'

(On trouve quelquefois des définitions donnant Adiek{ - f) et detf.l, - M) ; les deux formules différent du facteur )1

e Deux matrices semblables ont le méme polynéme caractéristique. Il s'en suit que si M
est la matrice de f dans une base quelconque alors : det(f - A.idg) = det(M - A.1,).

- Preuve: Le polynéme caractéristique ne dépend pas de kadeass laquelle est donnée la matrice de f cameon écrire les égalités :
det(P'MP -A.I) = det(P'(M - A.I)P) = det(F).det(M -A.1).det(P) = det(M A.I).

- Remarque Le terme constant d&;(\) = det(M -Al) est det(M), et son terme de plus haut degré (es)"x”.
Le coefficient de son terme de degré n-1 e$)”'3(.{r(M), ce dont on peut remarquer au passage que tr(M)
est égale a la somme de toutes les valeurs prqpessl K =C.

- Polyndme scindéun polynéme de degré n est scindé si toudasseurs irréductibles sont du premier
degré ; autrement dit, s'il est uniquement prodeitn polynémes du premier degpés(forcément distingts ou S'il
posséden racines danK (pas forcément distinctesPar exempléx - 1(2x - 7)5 est scindé, tandis que* x1 ne
I'est pas dan®R.

Si le polyndbme caractéristique de M est scindésdmme des valeurs propres, en tenant compteude le
multiplicité, est égale a la trace de. M

S'il n'est pas scindé, on peut toujours rever®@ apar exemple : (2X)3(1 +A +A2) correspond a une trace de :
2x3 + 2™ + @2 = 6 + 2.cos(R#/3) = 5

-Remarques Si K= C alors tous les polyndmes non constants sont &sindl est nécessaire que le
polyndbme caractéristique soit scindé pour qu'unosraphisme soit diagonalisable, mais la réciprogse
fausse dxemple : Pour n=2f(x. +y.e) = (X +y).a +y.&).

- Proposition: La dimension du sous-espace propre associé ¥alaar propre est inférieuny éga) a la

multiplicité de cette valeur propre en tant quenaciu polyndme caractéristique. Bi est une racine d'ordre de
multiplicité k de G on dit que c'est une valeur propre d'ordre kf.dereuve avec un supplémentjire

- Corollaire: Un endomorphisme of une matrice est diagonalisable si et seulement son polynéme
caractéristique est scindé et si l'ordre de toallew propre est égal a la dimension du sous-espaae
associé.

- Exercice: Etant donnée deux matrices carrées A et Bdmfon AB et BA ont le méme polynéme
caractéristique.

- Solution: Si A inversible, alors : dét(l - AB) = det(Al).detQ\.l - AB).det(A) = det(Al()\.I - AB)A) = det(\.l - BA).
Si A n'est pas inversible, alors sait= inf{|A|, A valeur propre non nulle de ARlors, Oe0O R, a<e<a, A'=A+el estinversible
car det(A") 0O, sinon £ serait une valeur propre de, e qui est exclu par sa construction.
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On peut donc lui appliquer la premiére démonstnatialetp.l - A'B) = detp.l - BA') -

OeOR’, -a<e<a, PE) =detd.l - AB - £.B) - detp.] - BA - £.B) = 0.
Mais, comme P est un polyndme deon peut utiliser I'argument de continuité, odalit qu'il admet une infinité de racines, c'estdém
polyndme nul ; et ainsi : P(0) = D en résulte que : det{ - AB) = det.l - BA).

A0 ... 0 Qn) O .. 0
. .. 0 R .. 0
-Remarquesi D = 0 A _ | etque Q un polynéme, alors : Q( _0 Q) .t
00 ..A 0 0 ... QM)
En outre : Q(PDP) = a&.PIP' + a.PDP" + a.PD?P" + ... + . PD'P" = P.Q(D).P.
Il en résulte que, si M est diagonalisable ets@ polyndme caractéristique, alors Q(MPL

3) Cas particulier des homothéties, projecteunsigssies, etc(Cf chapitre C §13.

e Une homothétie est déja diagonale.

e Etant donnés un projecteur p et une symétrie s tels que s = 2p - idg, alors Im(p)
est le sous-espace propre associé a la valeur propre 1 a la fois pour p et s, tandis que
Ker(p) est le sous-espace propre associé a la valeur propre 0 pour p, et -1 pour s
(On diagonalise donc dans une base dont une partie est dans Ker(p) et I'autre dans Im(p), qui sont supplémentaires).

- Preuve: soit F et G deux sous-espaces supplémentairds, projection sur F parallélement & G etasymétrie par rapporta F
parallélement a GSoit B' = (y, W, ..., 4) une base de E telle quey, (W, ..., U)) soit une base de F etp{y Un:a ..., b) une base de
G.Onadonc:

Pour 1<ksm: p(W) = w et s(W) = W.
Pour m+Ik<n: p(y) =0: et s(W) = -U.

- Rappels p est un projecteur si et seulementg Pp; s est une symétrie si et seulementssck. (Par
conséquent : id est une symétrie par rapport & E parallélemef@s}, et -icc est une symétrie par rapport a:{(parallélement a

Ona rg(p) = tr(p), enconséquencaequoi, siM estunematricecarréevérifiant: M2=M, alors: rg(M) = tr(M).

- Propositions (1) Un endomorphisme admettant n valeurs propres distinctes est diagonalisable.

(2) Une matrice symétrique réelle est diagonalisable. Si E est euclidien elle est diagonalisable dans
une base orthonormale de vecteurs propres. (Remarque : Ce n'est pas forcément le cas d'une matrice complexe ;

par exemple (? '1) n'est pas diagonalisable).
A -F -

- Exemple Soit M 2(4: B 'a (matrice d'inertiy ; alors :
-E-D C

det(M -A.1) = (D> + B + ).\ - (AD? + BE + CP + 2DEF)) - § - A)(A - B)(A - C).
En notant A la droite d'équationA:(y = (D? + B + P).x - (AD? + B2 + CP + 2DEF)), et € la courbe
d'équation‘€(y = (x - A)(x - B)(x - C)) alors les valeurs propres sont les abscisses des pointsixte€.

4) Application au calcul des puissances d'une p®tri

. . . . . . k k-1
Si M est diagonalisable, il est aisé de calculer les puissancesde M: M™ = PD'P ~. A
noter que k ne peut pas étre négatif si I'unevaésurs propres est nulle ; mais si aucune vglenpre n'est
nulle (on peut alors mettre lek; & toute puissance négafjve
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A O .0t Az, 0O .0
OMX..O| | O 1M, .. O
00 ..A 0 0 .. 1A
31 -20 7
- Exemple Soit M =( 76 -47 12); det(M -A.) = -A3+ 81\ = -A(A - 9\ + 9).
112 -56 1

X 0 1
-n. _ Lz-Lz: 9(4x-y)=0 }
A=0: M@—(g) = {Lll(y:4x): 7(7x-2)=0" “1-@]-
X\ (0 22 20 T\/X\ (O
Lz-L;: 18(5x-2y)=0

ool - (EHE-Q- (ot e o)

? 0 112 56 7 0 La-Lz: 9(4x-2)=0 8

X\ /0 40 20 7\ /X\ (0O 1
L1+L2-L3: 2(2X-y):0

Aaz-9: (M+g|)()j:(o] - (76 -38 12)_@:(0) - { 2-Lst 2(2x-y) =0 u3;(2j_

3 0 112 -56 2 0 L/(y=2x): 7z=0=0 0

121 00O -16 8 -1
P=|452| D=[0 9 0| avec M=PDP,et: P =1| -3 6 -3|.
780

0 0-9 14 -7

5) Matrices triangulaires

Une matrice triangulaire est dite stricte si saydrale est nulle.

Proposition: Une matrice triangulaire inférieure (respectivement stiice est semblable a une
matrice triangulaire supérieure (respectivement stricje (Et réciproquement).

00..01
] . 00..10 L _ _ . o
Etant donnée la matrice, 3 .{,ona J=J; etsi T estune matrice triangulaire inférieal@rs

01..00

10..00

J.TJ, estunematricetriangulairesupérieure, ce changement de base consistantra Esrimémes vecteurs en
sens inversk On peut donc n'étudier ici que les matrices triangetasupérieures.

¢ Les valeurs propres d'une matrice triangulaire Emntoefficients de sa diagonale. Réciproquentersigu‘on
recherchera une matrice triangulaire T semblablé& matrice M donnée, il sera nécessaire que les
coefficients diagonaux de T soient les valeuoppes de M

- Propositiort : Une matrice triangulaire stricte (diagonale nulle) est nilpotente (ses puissances sont
nulles a partir d'un certain rang (= ordre de nilpotenc)a).

- Réciproquemeht Toute matrice nilpotente est semblable & uneicestiiangulaire stricte.

o P
w N

- Exemple Calculer les puissances successives d

OOQOO
oog
oouhs~O
© 0 ~NO

o o

- Exercice: Cas particulier des dimensioriset 3.

Soit A1, A2 et Az distincts deux a deux. Montrer que :

AL X

0 }\2) est diagonalisable.
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X A X b Aab
(01 )\), 0 A: ¢ | ou| 0 A; x| sontdiagonalisables si et seulement si . x = 0.
1
00X 00X

oop;
o w
> oo

. . . . . . . a b
est diagonalisable si et seulement si le déterminant suivant est nul : | Ap-Ay G |= 0.

est diagonalisable si et seulementsi a=b=c=0.

D
co >
o> w
> oo

2

oo?
o w
> oo

est diagonalisable.

6) Trigonalisation

- Théoreme Si le polyndme caractéristique est scindé, I'endomorphisme (ou la matrice) est
trigonalisable (semblable & une matrice triangulaire supérieure (ou inférieurg)

* Mais s'il n'est pas scindé, elle n'est pas triligaiale €ar sinon son polynéme caractéristique serait @galui de la matrice
triangulaire, mais le polyndme d'une matrice tridage étant nécessairement scindé, il y auraituammadictioﬁ.

- IMPORTANT: La diagonale de la matrice triangulaire est farndés valeurs propres, chacune selon son
ordre de multiplicité dans le polynéme caractégisti. Pour cette raisorll: est préférable de donner les
vecteurs propres en commengant par ceux dont la multiplicité est égale a la dimension

du sous-espace propre, en particulier ceux qui sont de multiplicité 1.

Une matrice est trigonalisable si I'endomorphismiel'gdmet pour matrice dans la base canoniqudkde est
lui-méme trigonalisable ; autrement dit : det(.k,) est scindé dank.

- ExemplePour n = 3trigonaliser I'endomorphisme f tel que :
fle) =e+2e, fle) =-a+3e+e, f(e)=-58 +2e + 6e.

0 -
Solution: La matrice de f dans la base canonique est& zJ le polynéme caractéristique est :

det(M -A.1) = (3 -A)3. Il y a donc une unique valeur propré; =

Il n'y a aucune chance que M soit diagonalisahbtesinon elle serait semblable a, 8ou: M = 3PIP = 3|
des le départ.
3ab

Le polyndbme caractéristique étant scindé, M esb&able & une matrice triangulaire {& 3 Cj’ ou T estla
003

matrice de f dans la base B' =z, (W, Us). Onadonc:
f(u) = 3.u, f(u) =3.u+a.u, flus) =3.+b.u+cu.
a doit étre non nul pour que: me soit pas colinéaire & (car: f(u) = 3.u= ul Vect(w)).
¢ doit étre non nul pour que 1(Wwp, Us) SOit une basecdrsi f(u) = 3.4 + b.u, il existe une combinaison linéaire nlle
On peut par contre choisir dés le départ b =0

X Ly: x=-2z . 2
(M_SI)'@ O i (2 1 :230 O irterez0) = {"3'2"2: y=z” ul'(:ll)'
M-3D).|y (j: ay - (-1 -0 %(J—a(l) { x—-22_a (en choisissant z=0 et a9-L. u2[1j
2 1 3 2L2 Z+a 0
X Ly: x=-22-b !
(M_SI)'@: B (2 1 a@_c( ) B "S'Z)L(Z' Y=z b s 2P 220 et et Lb(o)
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2171 3-10
Parsuite: P#1-1-2|et: T 0 3 -1}
-1 00 00 3

- ConséquenceSi K=C tous les endomorphismes sont trigonalisables (car tous les polynémes
de degré n y admettent n racines).

7) Trigonalisation d'un endomorphisme {'une matriceadmettant dim(E) - 1 valeurs propres distinctes

e M est trigonalisable s'il existe une matrice triangulaire T et une matrice inversible P
-1
pour lesquelles M = PTP .

Soit F la somme (directe) des sous-espaces propres, c'est soit E (auquel cas elle est diagonalisagle
soit un hyperplan, auquel cas, en complétant une base quelconque de F (par exemple avec
un élément de la base canonigplecé a la fi)), on obtient une base dans laquelle la matrice de f
est triangulaire supérieure. La derniére valeur diagonale est alors égale a la valeur
propre double. En outre, en choisissant de mettre le vecteurrerdp la valeur propre double en avant-
dernier, il est possible d'avoir les n - 2 premepefficients de la derniere colonne nuls.

- Preuve: Il suffit de compléter la famille nécessairemehtdides n-1 vecteurs propres associés a cesval@pres avec un vecteur de
la base canonique pour en faire une base dansliadaenatrice de f n'admettra qu'une seule amdor non diagonale », a savoir la
derniere

Si on veut en plus que la derniére valeur diagosaiela valeur propre double, autant ordonner tlusuite les vecteurs propres de fagcon
que le dernier soit celui qui lui est associé t(Me A.I) = (A1 - A)(Az2 - A)...A\n2 - A)(An.1 - A)?, et on suppose connus, W, ..., U.1.

On cherche ainsi yutel que f(¥) = An.1.Uy + a.4.1. On commence avec la base définie ci-dessuspotalcomplété avec un vecteur de la
base canonique, par exemplg: 6, = (W, W, ..., U1, &). Alors, il existe des coefficients;, avec a, Z 0, tels que :

f(en) =01.Up + Ap.Up + ... +0p.1.Un-1 + On.En.

En outre, a, = A,.1 car la nouvelle matrice est triangulaire et sedlel a la matrice initiale ; il suffit ensuite d@sonner sur le polyn6me
caractéristique.

Soit U = XU + Xo.Up + ... + %.1.Un-1 + X6, PUisque B est une base ; on a donc :

f(Un) = An1.(Xelp + Xolp + o+ % 2. Unog + X0€0) + @l = XAz U + XA2.Ua + o+ %0An 2.Ung + Xoo (O Up + 02Uz + oo +001.Uny + Un€) =
(XaA1 + X013 = Ap.aXg).Up + ..o + (h2An-2 + XaOn2 = ApaXn-2).Un2 + (Xa-1An1 + X001 = AnaXno1 - @).Uhg + (X0l = ApaXn).€0 = G =

pour tout i0[1, n-2], % = %0ti/(An-2-A1), 8= %0n-1, On = Ap.1.

La proposition est donc vraie.

- Exemple Pourn = 3 trigonaliser I'endomorphisnietel quef(e)) = e - &, f(e)) =26 + & + 28, f(e3) = -&.

-Remarque Si le polynéme caractéristique est de la forrte - A)", alors soit I'endomorphisme est une
homothétie, la matrice est a.l diagonale desdpad, soit I'endomorphisme et la matrice ne sag p
diagonalisables mais ils sont trigonalisables.

8) Application au calcul des puissances de mattiigsnalisables

Si M est trigonalisable, alors : M* = PT*P™*.

- Cas particulief : Si T est une matrice triangulaire stricte, il est aisé de calculer les
puissances de (T + A.I) car on peut appliquer la formule du bindbme de Newton :
k

(T + \I)* = %m.x"“.ﬂ
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- Remarques : Toutes les puissances de T sont nulles au-dessus de son ordre de nilpotence, et le
N vii

polynbme caratéristique de (TAH) est (A).

On trouve un résultat similaire pour une matricagdnale quelconque, si elle commute avec la matrice
triangulaire stricte.

12
- Exemple Calculer T pour T :(0 1 AD.
00

02 008
Onécrit T=1+T ou T :(0 0 a. Il est simple de vérifier qud? = (0 0 0) et T°=0 (ia matrice nullg. Il ne
000 000

reste plus qu'a appliquer la formule du binbme asvddn : T =1+7T+21L.T
AL

On pourrait généraliser cette formulek.l@¢ T)" =A"1 + M\"“.T" +

. . n n n-1
- Cas de la dimension deux) ;‘) = (’}) ”a;n )

9) Application aux suites

Si (un) et (va) sont définies par : {Uns1 = @un + bVy, Vas1 = CUp + dv,} alors :
Un+1 _ Up _ ab L _(un) _ Ne-1 (uo)
(Vn+1) = M.(Vn) avec M = (c d).Et ainsi:(y, )= PD'P . Vo'

- Application™ : Si (u,) est définie par une récurrence linéaire d'ordre 2 pour tout entier
(naturel) n : (ug, uy) donnés, et : Uy = a.Upyq + b.up.

. A (Un+2) _ (@ b) (un+1)
On peut proceder de la méme fagon en posant : (un+1) = (1 o\ u, /)

- Autre méthode On recherche les solutions particuliéres noresulle la forme = r"; on aboutit au
méme polynéme de la variable r que le polyndmaatéristique de la matrice précédente.

¢ Ordre deux Si le trindbme du second degré obtenu admet dacires réelles distinctes; ret , alors la
. oy p - n n 2
solution générale de la récurrence est =a.r; + f.r; avec €, ) O R2

Si le trinbme admet une racine doubleators : y= (an +P).r; avec ¢, p) O R

Si le trinbme du second degré obtenu admet deuramcomplexes conjuguées et b, alors la solution
générale de la récurrence est,:=ua.r; + B.r; ol a et B sont des complexes conjugués

-RemarquesDans le cas d'une récurrence du type Upi; = a.Un+1 + b.uy, + ¢, u, est
somme de la solution de v,,» = a.vy;1 + b.v, et d'une solution particulieére de I'équation
initiale, par exemple une suite constante k (ou kn ou kn2 dans certains cas).

Il est en outre possible de généraliser ces résultats a des dimensions supérieures a 2.

. . . | un _ Nem-1 UO
Matrice trigonalisable '(vnj =PTP '(voj'

® On peut généraliser ces résultats a des dimensions supérieures.

- Exemples (1) Etudier (W) et (v), définies par: {B=1, Vo =2, U1 = 5U + 4V, Vioer = Uy + 2V} .

(2) Etudier la suite @), définie par: {g=1, W =2, Uuss= U1+ 2U, - 4}. (Ily a une solution particuliére constahte
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10) Application aux systemes différentiels

Si x et y sont des fonctions dérivables de la variable t définies par les deux équations
différentielles : {x' = ax + by, y'=cx + dy} alors:

x' X ab
(y.) = M.(y) avec M = (C d)
Si M= P()E)l )?Z)P'l alors pour u et v telles que (\LD = P'l.(@, ona Cj.) = C\\;\LD

] X k1.e"1t .
Il s'en suit que : Yy = P. K,.eMt ou k; et k, sont des constantes.
2=

- Remarque II faut modifier la forme des solutions obtenues quand A; et A, sont des
complexes (conjugués) et qu'on souhaite obtenir des fonctions réelles (qui seront dans ce cas des
sinus ou cosinus obtenus avec les formules d'Euler).

- Exemple Le systéme {x' = -y, y' = x} admet les valeurs propres i et -i, et on obtient
alors : {u=ke", v=ke™} pour P= (_% }) ; d'ol :

{x = kie" + koe™, y = -ikie" + ike™ }.
En posant k; = (a + iB)/2 et k, = (a - iB)/2, on obtient :

{x = a.cos(t) - B.sin(t), y = B.cos(t) + a.sin(t), (a, B) O RZ}.

- Autre méthode {x" = -y’ = -x, y"=x"=-y}.
- Autre exempleRésoudre {x'=x+yy =x-y} (u x et y sont des fonctions de la variable t

e Matrice non diagonalisableiags C) : Nécessairement il y a une racine double A qui
permet de trouver v, et il faut ensuite résoudre I'équation portant sur u en deux fois
(sans second membre puis avec) ; la solution générale est : v = k., u = (akit + ky).e" ou k;
et k, sont des scalaires, a est le coefficient non nul et non diagonal de la matrice
triangulaire.

- On peut généraliser ces résultats a des dimensions supérieures.

e Equation différentielle linéaire d'ordre 2 & coeféints constants x" = ax' + bx - ())(() = (i g)():()

-Exemple x"=2x"-x - ())(() = (i 01)())(() Lamatriceesttrigonalisable M = PTP" avec, apres calculs :

P= (1 (1) et T :(é i , En changeant de base('\lj) = Pl():() (\lj) = Pl():() alors : (\lj) = T(\lj)

On résout ensuite comme dans le cas géné(é]) = T(\lj) = v=a& et u=(at+ .

Finalement (i) = P(\lj) = (i é ((at;éb)a‘) = ((a(ta:f;)?? .D'ol: x=(at+ 1§, (ab)0R:2

(Ce n'est peut-étre pas la meilleure méthode, negisprouve au moins qu'elle est valide
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e Equation avec second membre = AX + B. Avec le méme processus on trouve une matrice de
passage P etune matrice T triangulaire ou digdelle que : A= PTP

Soit U tel que : X = Plou de méme : % PU, et ainsi : PU= PTP'PU + B = PTU + B On doit finalement
résoudre : U= TU + P'B. On pose alors les différentes équations et onélesut avec la méthode habituelle ;
par exemple : équation homogéne + variation destaates.

11) Cas particulier des espaces euclidiens

Si E est euclidien et que f conserve le produit scalaire, deux vecteurs propres associés
a des valeurs propres distinctes sont orthogonaux (il n'y a que deux valeurs propres possibles : -1 et 1).

- Preuve: car (uv) = (f(u)|f(v)) =X.ujv) =Ap.(ulv) = (ujv) =Q

Il s'en suit que, si f est diagonalisable, il existe une base orthonormale de vecteurs
propres.

Si M est une matrice symétrique, alors il exigte base orthonormale de vecteurs propres. De méuref si
elle est I'endomorphisme de matrice M dans l& lsasonique orthonormale. En outre, f vérifie dappiété
suivante :0 (u, v) O B, (f(u)|v) = (u[f(v)) €éndomorphisme symétrigie

- Preuve: on montre d'abord la propriété de f pour la ms®nique orthonormale, la linéarité permettraétendre a tous les vecteurs ;
soit, en notant M = (a: (elf(e)) = (&l% a.8) = 3 = g = (gf(e)) = (f(e)le).

On montre ensuite que les sous-espaces propresrsoogonaux : Soit u un vecteur propre assod#valeur propreA, et v un vecteur
propre associé a la valeur propre A # . ; alors : A.(u|v) = (f(u)|v) = (u|f(v)) 7u.(u|v), d'ou I'on déduit : (u|v) =.0

12) Exercices(k étant un entier naturel quelcongue

a) Proposition: Une matrice de rang 1 est diagonalisable seetement si sa trace n'est pas nulle.

b) Proposition: Toute matrice trigonalisable est semblable a magrice triangulaire, diagonale par blocs
triangulaires.

Sk 2 Kk /01 DI\K 4 1 D\k
o caeuter (11", (22)" (52)" (01-9, ( 6 4 ZJ
01- -10 -4 -
d) Pour E =R®, donner une base dans laguelle la matrice dedj@qtion sur Vect(g &) parallélement a
Vect(e) soit triangulaire supérieure mais non diagonale.

e) Dans C/V\Dg(lR), donner toutes les matrices triangulaires diagsaialles dont les coefficients sont 0, 1 ou 2 et

telles que chacune des lignes, colonnes ou diag®dalscendantesy la principaly €St une suite croissante 6ens
large), a l'exception des trois zéros nécessaires paoarlg matrice soit bien triangulaire supérieure.nidé
guestion pour les matrices non diagonalisables.

4 1 1\2
f) Résoudre dane{V\as(R): oM2=1. @MZ:( 6 4 ZJ
-10 -4 -

- Réponses

a) Si M est de rang, kela signifie que ses colonnes sont toutes détipies d'un vecteur colonne unique:t(&, X2, - Xn) (pour gagner de
la place).

- Remarquedont on peut se passer, mais intéressante) : M = (01.C a,.C ... a,.C) =CL avec L =d; a, ... ay,), ce qui permet de vérifier
magistralement la formule Tr(CL) = Tr(LC) car EQ0X; + 0Xz + ... +0nXn).

C est non nulle, sinon M ne serait pas de rangon peut donc appliquer le théoréme du rang eéeluire que dim(Ker(M)) =n-1 en
assimilant les matrices aux endomorphismes donarésgs matrices dans la base canonique deRE €omme Im(M) = Vect(C) alors il
existe un réely tel que : M.C fu.C; si p # 0, alors il existe une base de vecteurs propreKea(M) = B et Vect(C) = Im(M) = E, soit
B'=(C, w, .., W) cette base, de matrice de passage P. Alors:
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p 0 .. O
al 0 0 o P
M=P". .P, d'ou I'on déduit : Tr(M) 1 # 0.
0 0o .. O

Si p=0, alors CO Ker(M), mais il existe un vecteur; uel que M.y=C. Si (C us, W, ..,U,) est une base de Ker(M) alors B' £ (@,
U, ..., U) estune base de Ekarf(y n'estpasdans Ker(y)Si P est la matrice de ,Bilors :

0o 0 .. O

. 1 0 .. O n .

M = P .P, d'ou l'on déduit: Tr(M) = Q On en déduit aussi que det(M M) = (-A) , et il
0O 0 .. O

n'existe que (n- 1) vecteurs propres, sinonséfait la matrice nulle. Elle n'est donc pas diadjsable. {| faut maintenant rédiger le fait que
I'ensemble de ces deux assertions est bien une preuve de I'équivalence demandée).

b) Soit f l'application de matrice M dans la dasnonique, et B' = {U, ..., W) une base dans laquelle la matrice de f est T
triangulaire supérieure, avec les valeurs propegées par ordre croissant dans la diagodate,(les valeurs propres égales sont consécitives
A
Ai-Aq
premiére ligne a la colonne i ; en appliquant &mma procédé ligne par ligne, on aboutit au résséabaité.

On constate, en notant T 5(aet si & # 0, qu'en remplagant ; udans B' par = u + .U, qu'on supprime le coefficient de la

(3
c1) Nul pour k= 2. c2) Il est plus rapide de calculer U@I: ((1) ig) c3) Cas général (é 22_k1) (récurrence ou diagonalisation).

02
c4) On remarque que; @ & et g - & sont des vecteurs intéressants ; anrs(W 8 g)

00
2 k2 k(k+3)2° ) 01 01 2
c5) Ho 2 Kk [P avec P{l 00| dou ﬁzeoo.EnoutreT 021).
00 X -1 -2 1 00

d) N'importe laquelle si on met un coefficient nar dans la colonne ot la valeur propre est de plidiié 1, a savoir celle de ;e

00 0 X 00 Xy

ellyenal2 :(0 0 é) : (8 0 O avec (x, yXJ{(, 0), (0, 1) (1, 1)}; (0 1 §) ; ((O) 1 Q avec (x,Y,zJ1{0,0,0)(0,0,1)(0,1,1)
00 00 00 00

0,1,2)(1,1,1)(1,1,2) (1, 2, 2)}.

- Iy en a 17 non diagonalisables.

1

10 0
f) © Ce sont les matrices de symétries ; etl: PDP pour D :(0 -1 (UE) ou (0 1 @ On peut se référer au paragraphe 3)
0 0- 00-

01 1 2
® On trigonalise d'abord la matrice, commeadi : P =(1 00|, P* =@ 0 @, T =G) 2 9 ;onpose N =TMP, et on résout Re T2,
-1-2 1 00

c'est-a-dire : (N'f’)2 = 1. Ainsi, si S est une solution de la questi®n a savoir une matrice de symétrie, alors N =e&t une solution de
N2=T? donc: M = PSTP est une solution de la questi@ (on obtiendrait les mémes solutions avec PSP

- Remarque En posant U =Ker(N-T) et V=Ker(N+,TU et V sont supplémentaires. En effet, i UnV, alors Tu = -Tudonc
Tu=0;etcomme T estinversible, alors ug@onc: WhV = {0g}. Parailleurs :0u E u =5.((N+ T).T'u- (N - T).T"u), on a donc
bien UJV = E. (Cf. §16.

13) Produit de matrices triangulair@srs programmg

On note ¢ la diagonale principale,,da suivante, etc.. On dit qu'une diagonale eli¢ siitous ses coefficients
sont nuls ¢n s'autorisera I'écriture; @ 0). Etant donnée une matrice triangulaire supériéufé. /(,(K), on note r(T)

le plus petit rang dont la diagonale est non nifienc 1< r(T) < n). Par exemple, si r(B 2, alors la matrice est
triangulaire strictesi r(t) = n c'est la matrice nulle, notée i®:

- Proposition: T, et T, étant des matrices triangulaires, si Y@ r(T,) >n + 2 alors IT,=0.

- Preuve: Les lignes de T ont leur premier coefficient non nul & la f¢eme place ; et les coefficients des colonnesTgesont nuls &
partir du (n - r(}) + 1)-ieme rang. Les n - )T+ 1 coefficients non nuls des lignes de doivent étre multipliés par les T 1
coefficients nuls des colonnes de, fandis que les n - rff+ 1 coefficients non nuls de la colonne doivé@me multipliés par les r(J- 1
coefficients nuls de la ligndl suffit donc que: n-r@ + 1<r(Ty) -1, et: n-r(E) + 1<r(Ty) - 1, ce qui dans les deux cas revient a
I'énoncé de la proposition : K+ r(T)=n +2

- Proposition: Si r(Ty) + r(Ty) <n+ 1 alors r(T2) = r(Ty) + r(Ty) - 1.

- Preuve: La premiére ligne de iTa son premier coefficient susceptible d'étre mainau rang r(3) ; celui-ci peut rencontrer le premier
coefficient susceptible d'étre non nul dg & la ligne r de la colonne dont la diagonatévara la premiére ligne et a la colonne ,j(Te
T,. C'est donc la colonne T+ r(T,) - 1 (remiére diagonale non nulle de, T ligne 1 colonne r(J, ligne 2 colonne r@) + 1, ...,
ligne r(Ty) colonne r(F) + r(T4) - 1). Alors r(T,T,) est au moins égal a cette valeur.
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-Corollaire: Si T, T, .., T« sonttelles que rgJ+ r(Ty)+ ... +r(T)=n+2 alors TT,..T, = 0.

- Applications: Si r(T)= 2, alors I'ordre de nilpotence de T est au plus &g&E(n/(1 - r(T))) u E() désigne
la partie entiére. Réciproquement, si I'ordre de nilpotence de T msalors r(T)< 1 + n/(p - 1) En outre, pour :

0 a3 &4 &s
0 &3 a4 &s
0 0 0 as [, $=0;l'ordre de nilpotence est 3 et narCm ne peut donc pas obtenir 'égalité.
0 0 0 ags
00 O O

- Preuve: A noter que -E(-x) = E(x) = x s'il est entier, eéE(-x) = E(x) + 1 s'il n'est pas entier. Ceci d&(n/(r(T) - 1)) peut ne pas
suffire si n n'est pas divisible par r(T).-Qn remarque pour conclure que c'est une apmitalirecte de la proposition précédente. Quand
on inverse l'inégalité sur r(Tpn obtient r(Tx 1 + n/p dans le cas ou n est divisible parl,ret r(T)< 1 + n/(p - 1) sinon ; il suffit donc
de conserver le plus grand des deux termes.

wn
1l
cocoooo

Autre application: Soit T triangulaire supérieures stricte, et gE(n/(1 - r(T))), alors quelles que soient les

matrices triangulaires supérieures, S, S, TSTS,...TS4T = O. (Grace au corollaire ; la raison en est que la watri
nulle est alors obtenue uniquement grace aux dgfeslde diagonal)es

En particulier si M est trigonalisable, M = P(Dl')*P'l ou D estdiagonale et T triangulaire striaters :
M* = P(D + TfP'l, etlorsque D et T ne commutent paisD( n'est pas multiple de),lon peut limiter le nombre de
produits a calculer. C'est utile, par exemple nsveut connaitre une série de la matrice M

- Remarque Dans ./((C) toute matrice est semblable a une matrice triaigusupérieure ; toute matrice
nilpotente d'ordre r est donc semblable a uneiceariangulaire supérieure stricte d'ordreCeci permet, entre
autre, de résoudre les équations matricielles e M =0.

- Opération "*": On note S) la p-iéme diagonale de, §,(T) la g-iéme de JTavec :

A1 42 ... Hp1 Qg by by .. byng byg

0 & ... &n1 &n 0 by ... bony byy
S=f o : Sl T oo : :
0 0 " n-1,n-1 Gn-1n 0 0 " bn—l,n—l bn-l,n
0 0 ... O & 0O 0 .. O B n

Soit alors l'opération ™" sur les diagonales :
dp(S)*dq(T) = (a<,p—1+kbp—1+k,p+q-2+k)1Sksn_q+l

Cette opération revient a faire les produits eraldétt les termes, de p - 1 lignes vers le bas Gadeuxiéme
diagonale du, en effectuant les produits de bas en hauty dé lignes vers le haut dans la premiére diagdria

(le résultat étant une diagonple

b12

a3 b
- Exemple Pourn = 5, dy(S)*dy(T) =| @ [* 23b34 = (
a

4

Qs

Bodbas (décalage de deux lignes vers le)bas

Alors : | dm(ST) = 2 dp(S)*dy(T) |, pour p=1, g=1 et m= 1, car cette formule est valable pour

+q=m+1

des matrices triangulaires supérieures non strictes

- Remarque Cette formule permet, entre autre, de présentzement les démonstrations des propositions qui
la précéde.

14) Familles libres de puissances de matrie@s programmg

a) Toute matrice de./%n(tl')) est semblable & une matrice triangulaire supériqae blocs triangulaires, la
diagonale de chaque bloc étant une valeur propreefent dit :



A, O 0 O A A12 - &inel Ging
0 A, O 0 0 A " &2pe1 &a2n
Toute matrice da/((C) estsemblableq : - ~ i [ o0 A=| i ~ - © |, avec:
0O 0 . Am—l 0 0 0 )\k a<,nk-1,nk
00 . 0 A 00 . 0 A

n+mp+...+K=n @k est l'ordre de multiplicité da, dans le polynéme caractéristique de la matriitiaie).

b) Soit K= R ouC, étant donnée une matrice M daAl,(K), la famille (I, M, M2, M3, .., M") est liée

- Preuve: On utilise le théoréme de Cayley-Hamilton, le péiyre caractéristique est un polynéme annulateur.

o) Il existe des matrices M telles que (M, M2, M3, .., M™™") soit libre.

4 0 ... 0 O
0& .. 0O
-Exemple m=| : - = i I | oules asonttous distincts deux a deux.
00 " a4.0
00 0 a

- Preuve: En considérant les diagonales des matriced!,IM?, ..., M"", comme des vecteurs colonnes respectifsdd ..., d,.1, alors le

déterminant det¢q dy, ..., d.1) est un déterminant de Vandermonde, non nulatégjue les ;asont distincts deux a deux.

d) Soit K=RouC, MO ./%n(IK), et kO[1, n - 1]. Il ne suffit pas qu'il existe une basey, W, ..., u;) de K"
telle que pour tout @ [1, n], la famille (y, Mu;, M2u;, .., M*u) soit liée, pour que (M, M?, .., M) soit liée.

10 10
- Preuve: Pour k=1 (0 l) et (0 2) vérifient I'hypothése et sont linéairement indégantes.

- Proposition: Si pour tout vecteun de K", (u, Mu, M2, ..., Mku) est liée, alors (M, M?, ..., Mk) est liée.

- Remarque La démonstration de cette proposition n'utiliss [@ fait qu'il s'agisse de puissances de la méme
matrice, et pourrait aussi bien s'appliquer a amnalfe quelconque de matrices :

Si pour tout vecteur u de"| (Mou, Myu, Mau, ..., Myu) est liée, alors (M My, My, .., M) est liée.

e) Soit K= RouC, M O M(K), et kO[1, n- 1. La famille (I, M, M?, ..., M") est libre si et seulement

s'il existe un vecteur colonne WK" tel que (4 Mu, M2, ..., Mku) soit libre. (il y a donc aussi équivalence dans
la proposition précédenje

- Preuve: Soit f I'endomorphisme de matrice M dans laebzmnonique de&k"l On suppose qu'il existe un vecteur u ke tél que la
famille (u, Mu, M2, ..., Mku), c'est-a-dire (uf(u), f3(u), ..., fk(u)), soit libre. On complete u avec les vecteurtadease canonigue pour
obtenir une nouvelle base B' dans laquelle laioeatle f sera N ; alors, en notant |&€ premiére colonne de' N

(u, f(u), F3(u), ..., f*(u)) devientdans B': ¢CC,, ... C). Par suite :ao.N° + op.N' + ... +0 N =0 = 00.Co+ 01.Cy + ... +0.Cx = 0 =

0o =03 = ... =0 = 0, car c'est une famille libre ; ce qui prouve @améme occasion que, i, N, ..., Nk), donc aussi (IM, M?, ..., Mk),

est libre.

Réciproguement, on suppose vraie la négation geolgosition, a savoir que pour tout u non nudxiste une combinaison linéaire non
nulle : ag(u)u +o(U)Mu + ... +ak(u)Mku = (. Alors, cette négation étant I'énoncé de la pritiposprécédente, c'est en contradiction avec
le fait que (| M, M2, .., MY) soit libre.

- Exemple Si M est nilpotente d'ordre k + dlors il existe au moins un vecteur colonneeliqtie Mu # O

. . . ) K .
(car M n'est pas la matrice nulle par hypothése, I'odérailpotence étant k 41 U est tel que (WMu, M2, ..., M'u) soit
libre (on le prouve en écrivant une combinaison linéaiteen la multipliant par M en faisant jouer lépatencd, d'ou I'on déduit
K .
gue (LM, M2, .., M") est libre.
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15) Matrices des projecteurs et symétriedR¥e (hors programmp:

e Matrice d'un projecteur d&®®: Soit (U, W, W) une base dont les vecteurs sont donnés respeetint dans la
base canonique par les vecteurs colonngsUk) Us. La matrice M dans la base canonique de la piojeq,
sur Vect(y) parallelementa Vect{uus) est:

M. = U;x'(U,0U5)
LT U (U,0U)’

(U,0U5)xU; = det(U, Uy, Us).

(en notant que le produit vectoriel peut étre défamis connaissance du produit sca)aig@/ec en outre :

. o . . Upx'(Us0Uy)
Alors la matrice dep, la projection surVect(w) parallelement &Vect(u, W) est: M, = 1U22>;(UEDU1), et celle
L \ U (U Jy) .
de ps la projection suVect(ws) parallelement &/ect(u, W) est: M= 1==2=- aqvec: M+ M, +Ms=1.

Uax(U;0U,)
(M + M; est donc, par exemple, la matrice de la projactior Vect(y, us) parallélement & Vect(). On retrouve aussi la formule
d'inversion des matricesx3 (avec 'U;x(U,0Us) = 'U,x(UsOUy) = ‘Usx(Us0U,) = det(U, U, Us)) :

Upx'(Uz0U3) + Upx(UslUy) + Upx(UsUp) = (Ur Uy Ug)X'(UzUs UsCUy UiEU) = det(U, Uy, Us).l.

On peut généraliser ces formules a la dimensipenmotant Co(y) la matrice colonne des cofacteurs de U

. U,x'Co(U
(dans la matrice (UU, ... U)), la matrice de pest: M :mﬁ, avec :'U;xCo(Uy) = det(U, U,, .., Uy,). Etc.}
1 1,
-100
e Matrice d'une symétrie ddR®: Elles sont toutes de la forme #l ou |#P1 0 |P', P étant une matrice
001

inversible dont les colonnes sont les composargssvdcteurs propres dans la base initiale. On peutrer
gu'elles se raménent au douze types de matricesngsliix en ne comptant pas le sigrie

100 l-ab 0 (2-ab)b 1 0 0 a 1/d b
O 1 0 abc 1 (ab-2)bc|, ad abc-l -ab [, (1-a)(a+bcd+1)d -a-bcd -(a+bcd+1)bd,

a 0 ab1 acd (abc-2)c 1-ab (a-1)cd C bcd+1
100 -1 0b
O 1 0 -2a 1l ab|, ou a, b, ¢, d sont des paramétres réels.
0 01
16) Matrices d'ordre 3 de carré trianguldir@s programmg
a by
On cherche M 3& b, c;| telle que M soit triangulaire supérieure. Le calcul donnettess équations
a bz C

(a+ )+ ca=0
suivantes 1y (b, + G)bs + byag = 0,
3bs + (& + )ag = 0
On discute selonlescas1)(a=0; @.1) by#0; 1.2 by=0 et az0; .3 lz=a=0; @ x=0.
On obtient ainsi les quatre matrices suivantegosantaz = 1/g dans la derniéere ;
b b o a b c & (& - by + &bsas)bs0s G
My=|0 b Cf: My=| 0 b G |; My=|& - G| My=| & b, -(a + b)aas |
0 0c 0 bz -b 0 0c 1/as bs -3 - abs0s
On peut, par exemple, utiliser ce résultat pounudee une équation du type2M A ; ou A est trigonalisable

(ce qui est toujours le cas dafy), oll I'on se ramene a une équation du type= K, ou B est triangulaire supérieure.
Il est tres simple de trouver toutes les solutibf@ngulaires supérieures, et on trouve les aujrése aux

L A noter que ce vecteur formé des cofacteurs dlepfmijours le produit vectoriel de {JUs, ..., U,). Dans un espace euclidien de
dimension nle produit vectoriel des n - 1 vecteurs, W, ..., Vo1 est I'unique vecteur w tel que pour tout vecte&u on ait I'égalité :
det(v, Va, ..., Vo, X) = (W[X).
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matrices M, Ms, M,. Le carré des deux premiéres étant particuliestile plus souvent possible de les éliminer
d'emblée car il faudrait que B ait un zéro a ertain endroit et qu'il ait deux valeurs égalessdemdiagonale :

& agby + by, + 1361 &Cy + G - boy &+ aby 0 &Cy + Gy + CC3
M3=|0 b3+ bsc, 0 , M= 0 & + ab; &C1- &t + GCs |
0 0 b3 + e, 0 0 G

Quant a la troisieme, la premiére valeur de laahade doit étre égale a la troisieme.

Cependant, pour certaines matrices triangulairemtages valeurs négatives dans la diagonale, astil
impossible de trouver une solution triangulaire, peut trouver des solutions avec les matrices s$uke

1 xvy
Exemple: M=|0 -1 0]
0 0-
On reconnait une matrice du type de, Bt on obtient :

a =11 b =3.(b-a)x+hy), a=3(0+a)y-ox), he=-1-8.

On peut donner une valeur &, puis a deux des trois paramétres de la dernguatién, et il en résulte les
valeurs du dernier paramétre de cette équatiory, det de ¢.

1 (X-y)2 (x+y)/2
Par exemple: M0 0 -1,
0 1 0

17) Résolution de : k= A dans./((K) sous certaines conditions nécessdii@s programmp

e Condition nécessairf€N1: Il faut que A soit trigonalisable : A = PBP(B peut aussi bien étre triangulaire
inférieure ou supérieure, voire diagorjale

On résout donc a la place 2 X B, et ensuite (PXP2=A ; donc: M = PXP.

e Condition nécessair€N2 : Il faut qu'il existe une matrice triangulaire t&lle que ¥=B.

Elle n'existe pas toujours ; par exemple, d®nsles coefficients diagonaux de B doivent étrsitifs. Il y a
aussi des cas, dan€, ou le fait d'avoir deux coefficients diagonaux signes opposés rend l|'opération
impossible. Etc.

Pour savoir si cette matrice existe, on peut résoud systéme d'équations qui se résout de pracheoehe, en
partant de la diagonale principale vers les auti@gonales. Par exemple, en dimension 4 :

a1 0 0 0\ ajz_l 0 0 0
d18 0 0| _ ap1(Qurtar) a; 0 0
3 a2 a3 O ag1(au1+as3) ta01as2 ag2(@potag3) s 0

Q41 A2 B3 B Aui(Burtaus) taidurtasides  AuBootaus)tasdus  aux(@stan) i

On trouve d'abord 13 &>, &s, ay dans la diagonale principale ; le fait de lesnadtre permet d'obtenir,;a
ag, a3 dans la diagonale suivante ; ce qui permet despoue avec 4, a. ; puis finalement a.

Le processus est exactement le méme aux dimensipaseures.
e Condition nécessair€N3: Il faut que A soit inversible. Cette conditionpligue notamment que B et T
sont elles-mémes inversibla®rc : pas de 0 dans la diagonale de B nijle T

Par suite, il ne reste plus qu'a résoudre : ']0§<'|': I; il en résulte que si S est une matricesgmétrie
quelconque . §3), alors X = ST est solution de?X B, et réciproquement. Finalement: M = P§Tl(én
remarguant qu'on pourrait tout aussi bien écrires RTSE et obtenir les mémes solutions, mais : {sT)? = TS = 51).

-Remarques e U =Ker(X - T) et V=Ker(X + T) sont suppléntaires.
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- Preuve: On note E l'espace des matrices colonnes. SbitUaV ; alors Xu = Tu = -Tu donc Tu %0donc u =@ d'aprés la CN3
Etainsi: UhV ={0¢}.

Soit un vecteur u quelconque, v=(X+ Tuvet (X-T)u;ona: Tu=v/2-w/Xdonc: U+V=T(E)=E dapresla CN3n a donc
bien: UV =E.

e Il est évidemment plus simple de résoudre direetenf = A2 avec A inversible, ol : (MA?= 1.

18) Formule de Taylor pour les polyndmes de matiie@s programmg

Etant donné un entier naturel non nyles entiers naturels non nuls, p,, ..., p., €t les matrices AA,, ..., A,
carrées d'ordre,ou p+ P + ... + < n +r -1 on définit les fonctiongp de la facon suivante :

En notant, pour KI[1,r]: Ak = ({a](.J)lS <y alors i@ p (AL Az, oy Ap) =
S <n

A1, 1,082, py, 1+ po-198, Py +Po- 1,1+ Pot Pa- 20 -G, Py ot H P T+2, Py ot .t py-r+1
A1,2,p,+12,p,+1,p,+ 88, pr+ P, P+ o+ Pa- 1w+ &, prt ot 4 Pra- 143, prt ot o+ -1 42

8L, N+ -P1-Po--Pry N+ T 1-Po-Pa- .- PR, N+1-1-Po-Pa- e Pr,N+1-2-Pg-Pa-...-pre= -G, n+ 1-p,,n
- RemarquesLorsqueA; = Az = ... = A = A, on notera plus rapideme, n, ... n(A).

Avec un seul indice,@(A) est la k-ieme diagonale de ,&n numérotant 1 la diagonale principale et en
incrémentant de la gauche vers la droite.

Avec deux indices, si A et B sont triangulaisepérieures, on peut exprimer toutes les diagsrmalgproduit
AB ; pour k=2 (démonstration dans le DS2_2009_2p10
k

W(AB) = 2, Ghir1-p(A, B).

Par ailleurs : @y, p,,..p. €st r-linéaire. C'est une sorte de produit elatrgy-éme diagonale de ,Aavec la
p.-iéme diagonale de Ajusqu'a la piéme diagonale de ,AEn notantTg j(A) la matrice formée par la ligne

i & laligne j incluses de A, alorsfy, p,,..p(AL Az, .., Ap) =

Ty, n+r-p1-p2-...-pr((Pp1(A1)) T, n+r-1-p2-p3-...-pr((sz(AZ)) v Tl 4 pyt 4 pg-r+2, n+1—p,((Ppr(Ar))-

X &2 ... Hp1 Qi
0 x .. S®n1 n

e Soit A= ¢ Do
0 0 ™ X &uin
0 0 .. O X

- Proposition 1 @(A™) = x™.@y(1), et pour k2
min(m,k- 1) (X)
m —
B(AT) = qZ]_ ! ptpe. p-;-zpﬁ k+g-1 T ,pq(A) :

Ou: g(x) =, et: ﬂ—l () m-a,

min(m, k-2) k-q min(m, k-2)

-Lemme q§l p§2yp,q = q§1 Y20+ Yaq t - + Yeg1q F Yeeqa) =

(Yo1+Ys1+ o ¥ Y21+ Yier) (Yoot Va2t oo+ Y32 Y22 ¥ F

(Y2,min(m,k-2)-1 + Yamin(mk-2-1 F - F Ye-min(mk-2),min(mk-2)-1 T Yk-min(m,k-2)+1,min(mk-2)-1) +
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(Y2,min(m,k-2) + Ya,min(mk-2) ¥ -+ F Y-min(mk-2)-Lmin(mk-2) T Yk-min(m k-2),min(m,k-2)) -

En remarquant que la derniére ligne est vide si(mik-1) = k-1, tandis que I'avant-derniére ne contigne le seul termg k-».
min(m, k-2) k-q
On réunit ensuite les termes autrement 21 Zzyp'q =
q= p=

(Y21t Yoo+ oo ¥ Yominmk-2) + a1+ Va2 + oo F Vminmk-2) + oo + (K-1,1)-

min(m, k-2) k-q k-1 min(m, k-p)
Finalement. 2 2 = .
& ST % & Yea

- Preuve du théorémal est simple de prouver la premiére partie paun@nce car la diagonale ne se multiplie qu'aviesreéme :

@(A™) =X ().

On suppose donc Xk 2, et on prouve également la suite du théoremedmammence ; l'initialisation a m = 1 est trivial@n suppose la
propriété vraie jusqu'au rang, et on la considére au rang+t:

min(m+1,k-1)
Am+1 z (m+:L).Xm,,1E| A) =
(n(( ) q=1 a pi+pot.. +pq =k+q-1 %1,[32, ’pq( )
p=2
min(m+1,k-1) min(m+1,k-1)
Z (IT]) m+1q A + Z ( ) m+1q A =
g=1 q X PPt tPg= k+q1(pp1,p2, “Pa ( ) g-1 Pr+po+.. +pq k+q1(pp1,p2, =P ( )
P22 piz2
min(m,k-1) min(m+1,k-1)
> (G)xe Z N+ Z (q) e A
g=1 \d p1+Pz+---+pzq:k+q'1 (ppl'pz""’p“'( ) a-1 PPt P k+q1(pp1’p2' 'p“( ):
Pz pi=2
Car (mTl) =0. Donc: (Q<(Am+1) =
min(m,k-1) min(m+1,k-1)
() 3 N+ T (qr) > A) + x". QA
g=1 a PrtPot.. +pg=k+g-1 (ppl’pz""'pq( ) a1 p1+p2+ +pg= k+q1(pp1'pzy v ( ) (pK( )
P22 pi=2
min(m,k-1) min(m,k-2)
m m+1-q + (m) m-q + xm =
p,>2 pi=2
min(m,k-1) min(m,k-2)
Mxmre, % A+ Z (P Z A) +xmafA) (E
(q).X .p1+p2+___+pq=k+q-1 (ppl'pz""’pq( ) q=1 q X .p1+p2+___+pq+1:k+q %1’p2""'pq+1( ) X %( ) ( 1).
pi=2 p=2

: . . 1 . s . 1
On a ci-dessus la premiére forme possible @A™ ). On considére maintenant la seconde form@(A™ ) = @(A.A™), en
utilisant la propriété démontrée au DS2_2009_20lfaudra ensuite prouver qu'elles sont égales :

k
QA™Y = Z, GorplA, A").

- m+1
En notant g les coefficients de A: @A) =
ap by« X b1k ap by a k X"
m
k a<2,}:n+1 l’Jp+%,k+1 X b2,.k+1 k-1 aQ,'p+1 bp+]:,k+l az,}<+1 X'
: . : = | : + 2 : . : + : J oo =
=1 =2
P a1-k,n-k+p-1 bn-k+p-1,n-1 X bn-k,n-l P an-k,n-k+p-1 bn-k+p-1,n-1 an-k,n-l Xm
m
an-k+1,n-k+p bn-k+p,n X bn-k+1,n a1-k+1,n-k+p bn-k+p,n An-k+1,n X
b1,k al,p bp,k
l:)2,k+1 k-1 a2,p+:|_ bp+1,k+l
m+1 : : : m
a(AT) = RPN : : : +x".Q(A).
Br-in-1 p= -k, n-k+p-1 Bn-ksp-1,n-1
l3n-k+1,n an-k+1,n-k+p l:)n»kéfp,n
min(m,k-1)
. . N . m+1 m -
On applique ensuite 'hypothese de récurrengg(A” ) = x™@(A) + x. 2 ( ).xm q, 2 N Vi
q=1 q Prtpot..+Pg=k+g-1 G
P22
ap
k-1 aQ,p+l min(m,k-p)
= S (M.
. X™, @ (A)
=2 =1 (q) +py+.. +pg=k+g- 1Pz, Pq
p 8n-k,n-k+p-1 q P1tp2 p‘ng q-p
An-k+1,n-k+p

Les deux premiers termes étant présents dgps il(faut juste transformer le dernier :
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ap
1 mIn(mcp) %p1
R *)
X, : .
(q 8h-k,n-k+p-1 Pt +p°' kra-p Poupey
“Kin-ke+p- p=2
a11-k+1,n-k+p
&,
min(m, k-2) k-q m &,p+1
On inverse les deux sigmas : 2. 2 ( ).x’“‘q. A
9 g=1 p=2\"4 a, pl+p2+ +pq k+g-1 (ppl Per- pq( )
-k, n-k+p-1 pi=2
an-k+l,n-k+p
On obtient ainsi l'autre formule :
alvp
min(;k-l) - s m|n(r%k 2) k-zq Q,p+1
XA A) + ( ) g : A) +
q=1 (q) Pu#pz+.. +Pg=k+-1 @A) p=2 prtpt. g k+qp(pp1 pe-mA)
pi>2 a’l-k,n-k+p-1 pi>2
An-k+1,n-k+p
@A) (E2).
Il suffit donc d'avoir E;) = (E,), et pour cela, de vérifier que :
p q
alvp
k-q a2,.p+1
: A A).
p=2| o “prtpot..tpy k+qp(pp1p2 pq( )= PP +p 1=k+q ue.. p“'”( )
-k,n-k+p-1 pi=2 p=2
Bn-k+1,n-k+p
ap
k-q aQ,'p+1
En posant p=p,ona: 2. : . 2 A) = (A), ce qui est bien égal a
P=2| o . . ool Pu+Pot.. +Pg=k+0-p Bouppy po+pl+pz+ +pg=k+q Boo.pupav
B piz2 piz2
a1-k+1,n-k+p

l'autre membre.

- Proposition 2 Si P est un polynéme de degréalors : @(P(A)) = P(X)@u(l), et pour k= 2:

min(r,k-1) P(q)
PRy = 2

d=1 0! “prpe. APy=krar 1%1'p2'---qu(A) :
pz

- Preuve: Il est simple de prouver la premiére partie paun@mce car la diagonale ne se transforme qu'dieeméme :
@(P(A) = P()au(l).
On suppose donc X2, et soit P(A) =l + oA + ... +a,A"; alors, comme legp sont linéaires :
r min(m,k-1)

r (a)
APA) = Z on@A)= Zan T =L T g n(A)=

ql L g YPLP2,
pitpet+..+pg=k+g-1

p=2
¢ min(m,k-1) Q) min(r, k-1) r (@)
em(X) _ . em(X)
mz=l qgl Om- q! .p1+p2+ +p =k+g-1 %1 """ pq(A) - qgl mz=qam. q! .p1+pz+ +zp =k+qg-1 (ppl Pas-s pq(A)
pi22 pi2
En appliquant l'inversion des sigmas par une mé&laodlogue a celle du lemnwé ©S3_2009_2030Alors :
min(r, k-1) (q){ ) min(r, k-1) P@[X)
%(P(A)) - qgl (mgq m- q! ) DLt +p —k+q-1 (pp1 P2,y pq(A) - qgl q! 'p1+p2+ % =k+g-1 (ppl P2yeeey pq(A)-
p= p=

X &2 ... dp1 A
0 x .. 2n1 %n
e On note désormais ,A| @ ~ ™~ Dol =X+ A
0 0 ™ X aun
0O 0 .. 0 X

On peut remarquer qu'avec la formule du binbmektieiat facilement I'égalité :

r r
P(A) =0l + 0pA + Ap A2+ . +0 A = 3 X9( am.(m).A?;"‘ .
g=0 m=q q
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Mais ce n'est pas le sujet ici.

- Proposition 3 Si P est un polynéme de degréalors, pour tout Kl [1, n]
5
O(P(Ax+n)) = Z B(AR).

- Preuve: Pour k =1 :(P(Awn) = P(x + h)@u(l) = g M_ B (|):m§ M

.@(A}). CQFD.
m|n(r, k-1) P(q) <+h
On suppose ensuite %2.0n applique le théoréme précéderi(P(Ax+h)) = J|_) 2 @,,p,.,...0(A), eton
q=1 q Pi+pot..+pg=k+g-1 1F21ee
p=2
on utilise ensuite la formule de Taylor éq) Fou pour un polyndme il n'y a pas de reste seguolusse jusqu'au degré du polynéme, donc :
min(r, k-1) 1 p(m)
GP(Acn)) = qgl Q' - Z (m Q¥ ())- pl+pz+...§3q:k+q-1 Bowp.... pq(A) -
p22
m|n(r k-1) r P(
( ) h™ q'J&' ... Pq(A) B
P1+pat.. +p =k+g-1 T
p|>
r mln(m k-1)
2 ( ) h™ q'J_)-' ... Pq(A)
m=1 PLtpot.. +pq k+q-1 Rz

p|>
En appliquant l'inversion des sigmas par une mé&laoélogue a celle du lemnwé 0S3_2009_2030Alors :

~ r P(m)xmmmkl) m\ pm™
aPA) = Z T 2 ()T () );—U. (AD).
P2
. _ C P m
- Proposition 4 Si P est un polynéme de degréalors : | P(Ax+h) = leT.Ah :

- Preuve: C'est vrai car les deux membres ont toutes ledmnnes égales deux a deux, c'est un corollaire gedposition précédente.

Ay, O 0 0
0 Ay 0 O
* On considére maintenant une matrice triangularedfocs : A, x, . x,=| :
0 0 A 0
Xd-1
0 0 0 Ax
- Proposition 5: Si P est un polynéme de degréalors :
P™(x,).Afr 0 0 0
1 0 P™(x,).Af ... 0 0
P(Ax1+h1,x2+h2 ..... xd+hd) Zl m!* : m) : m ;
0 ~ P7(Xg.1)-An,, m 0 "
0 0 0 (Xa)-Ang
La preuve est triviale en appliquant la proposifioécédente a chaqu%xi.
- Cas patrticulier:
P, 0 .. 0 0
r m) 0 0 m
P(A =Y ° i balte : : Ahh...h
( X1,X2,e0ny Xd+h'l) - m=1 : : ' : ) " m! "
= . m) H
0 0 Pxgp)ler O
0 0o . 0 P™(xg).l

Ou | désigne la matrice identique de méme ordre qye Oh peut aussi I'écrire, en appelant T A, et
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ek L 0 0 , p<m>( D)

D= @ ~ ~ i =A% T |PO+T+hl)= Z (T +h.)"
0 0 ™ Xguler O e m=
0o 0 .. 0  Xglg

)

Ca revient aussi a écrire : P(D ) A Z J—l AY, ce qui généralise la formule de la propositian 4

- Proposition 6 (finale) Si P est un polynéme de degré et MO ./(,(C) alors il existe une matrice

P“”)(

nilpotente N telle que M- N est diagonalisaele: | P(M) = Z (N +h.1)"

- Preuve: Il existe une matrice inversible Q telle que I\QAQ'I, ol A estde la forme de la proposition précéglegu'on peut donc

5 P(—rz(!gl.(T +hD)"

appliquer, en conservant les notations de D etPl(A+h.I) = L
m=
M- N =QDQ"

. La fin est simple a établir, avec N = Q"]’Qet

i On note ¢, &, ...,c, les vecteurs colonnes de M et,(&, ..., &) les vecteurs de la base canonique. Le détermaiécrit alors :
det(G -A.e, G- A.&, .., G- A.&) ; il ne reste plus qu'a appliquer la multilinéri
" Théoreme de Cayley-Hamilidn Si P est le polynéme caractéristique dealrs P(M) =O (méme si M n'est pas diagonalisble

- Corollaire : Il en résulte que, n étant I'ordre de M famille (I M, M?, .., M") est liée dans/((K).

- Preuve: Soit PQA\) = det(M- A.I) le polyndme caractéristique dé. Les coefficients de la comatrice @ - A.l) sont des polyndmes de la
variable A de degré au plus - 1 car les mineurs sont d'ordre- 1 et comportent au mieux une diagonale ayantl fois le termeA. Il
s'en suit qu'il existe des matricBlg, Ny, ..., Nn.; telles quetCo(M A = No+ANg + ... +A"".N,... Alors, en notant Ri=a+..+a\,
ona:
(M-AD). CoM-AD) = PQA)I = (M-A).(No+AN; + ... A" "Np) = (@ + ... + @AMl =
M.No = @.I, M.N; - Ng=a.l, ..., M.Nn.1-Np2=a1.1, -Ny.1 = a&.1 (en appariant par degré dg.

Donc: P(M)=al +a.M+a&M2+ ...+ &M+ a.M" = M.Np + M.(M.N; - No) + M3(M.N2 - Np) + ... + M"Y (M.Np.1 - Np-2) - M™.Np.y =
P(M) =0 car les termes s'annulent de proche echpr:
©: Arthur Cayley : 1821-1893William Rowan Hamilton : 1805-1865
" Le coefficient g de T ligne i colonne j passe ligne n+tedlonne j dans,J (ouligne i colonne n+l-j dans ;jJet passe ensuite
ligne n+1-i colonne n+1-j dansTJ,. Il y a plus simple en considérant que c'est l&ioead'un endomorphisme dansy, (e, g) et qu'on
écrit directement sa matrice dans, (e, €) (ce qui au bout du compte est la méme démjuche

0 &z ... &n1 &n

0 0 .. A1 %n
Soit M =] ... ... .. .. .. |, et f I'endomorphisme de matrice M dans laebzanonique B = (¢ &, ..., &) de E =K".

0 0 .. 0 aun

00..0 O
On pose comme hypothese de récurrené‘ee&)t O pour 1sk<n;c'estvrai pour k=1 eton suppose qué ehas jusqu'a un certain
rang k <n quelconque. Il est clair quef{e= a 1. + 1.8 + ... + @16 ; il S'en suit que k(f(em)) = (&, ce qui prouve la récurrence.
Il s'en suit que f= 0 (application nulle) donc M= 0 (matrice nulle).Remarque a chaque puissance supplémentaire on introdeitiagonale de
0).
V'Soit P inversible et T triangulaire supérietgiées que M = PTP; si k est l'ordre de nilpotence de, 8Mors T =0, ce dont on déduit
gue sa diagonale est nulle. Les coefficients diidgonale de T étant égaux aux puissances ksiéglmeeux de la diagonale dg oh en
déduit que la diagonale de T est nulle, ce quigize T est triangulaire stricte.

Il en résulte que le polyndme caractéristique gat & ()\)n, il est scindé et M est donc trigonalisable, re&tans. /((R).

vi Remarque Si D et T' ne commutent pas, il est aloterdit d'utiliser la formule du binéme, le calcidvient donc compliqué ; par
exemple, si =0, alors: (D+T9=D*+D?T'+DT'D + TD? + T'DT.

3
123
-Exemple (o 2 3) =D+TP=D*+D.DT'+TD+TH+TD.D+T)+TED+T¢=

100 023 049 006 049 123 006 100
(080) ( ) (006)+(009)+(000))+(009)(023)+(OOO)(020)=
0 027 003 000 000 000 000 003 000 003
100 100 06 1 083 OOl 11475

080 020 0015 0 027 0857

0 027 003 000 000 000 0027

" Proposition: Une matrice M est nilpotente si et seulemerdet(M -A.1) = (-A)".

V' |1 existe une autre méthode utilisant le fait ge'uécurrence linéaire double sans conditionsaleiiiadmet comme ensemble de solutions
un sous-espace vectoriel de dimens&rOn cherche alors des solutions de la forheOn est conduit & résoudre une équation du second
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degréd'inconnuer (identique au polyndme caractéristijyes'ily adeuxracinesdistinctesr; et r, lasolutiongénéralestdelaforme : a.ri + B.ra
ol a et B sont des scalaires. Si r est racine doubkpllation générale est de la formean(+ B).r".



