1) TD : Transformations (premiere partig

11.1) Soit le plan P donné par son équation s@mée R2x +y + 2z =0) et D =P Donner les matrices des
projections orthogonales sur P et ddis des symétries orthogonales par rapportét B.

- Corrigé: Pour tout vecteur u de ER®, ona: u=gu) + p(u), et si v est un vecteur directeur dg D

X
donc un vecteur normadr(hogonal) a P, alors : p(u) = iy, Ainsi, pour \z@, et u@ :

[IvIF
42
Po(u) =3.(2x +y + 22)@ =, et donc, la matrice deppdans la base canonique est : M(p%.(z 1 g)
424
5-2 -4
Ensuite, comme gu) = u - p(u) = (ide - po)(u), alors : M(p) =1 - M(pp) = %.(—2 8 -2).
-4-2 5
Comme g=2.p-ide et $=2.p-idz = 2(ick - pp) - ide = ide - 2.pp = -, alors :

148

M(SD):Z.M(pg)-I:%.(-4 7 ﬂ,et: M(s»):-M(sD):%_(-zll 3 SD
8 4- -8 -4

11.2) Soit f un endomorphisme de I'espace ewmidE de dimension n admettant dans la basenontimale
B = (e, &, ..., & la matrice orthogonale M =jjaExprimer (f(e + &+ ... + g)le, + & + ... + ) en fonction

des @ En déduire linégalité X | < n.
]

- Corrigé: La k-ieme composante de ftee + ... + ) est égale, dans ,B la somme des coefficients de la
k-iéme ligne de matrice Med vertu du produit de matriceigne par colonne») ; autre argument ;

fler+e+..+¢) =f(e) +f(e) + ... +f(g), qui vaut la somme des colonnes de la matriceDbhc :

fler+e+..+6) =2 (Z3a)e.

i=1%=1
En outre, étant donné un vecteur u quelconquie; €& + ... + @) = (ulg) + (u|e) + ... + (u|g) estla somme
des composantes de donc :

(fer+e+..+e)la+te+..+) =2 (Za).

i=17=1
On applique ensuite l'inégalité de Cauchy-Schwi{rgy)|< [|u]].]|v]|donc :
fe+et. . +elater..+el=Palslfa+er..+e)lllete+. . +al=lfe+e+. .+ &)lla/n.
Mais, comme M est une matrice orthogonale, afoest un endomorphisme orthogonal et vérifie :

e +e+..+q)l=|le+e+..+al=\n.

Finalement : gl <y/na/n=n
]

11.3) Dans un espace euclidien de dimension 3idiune base orthonormale directe canonique B,e{ee;),
donner la matrice de la rotation d'axe dirigé &rié par e+ & - & et d'anglerv3.
- Corrigé: Rappel des formules du cours :
U U, -si
Rosv) = (Vlw)ts + )(‘;‘i’j(g; c0eg)) (i) ¢ Roslv) = (1 - cos)(vlu)u + cost) + Sing). ().

En ce qui concerne la premiére formule, on définég base orthonormale batie autour de la rotatiot&enici r :

!La vraie terminologie est: vecteur normal au plaa qui signifie qu'il est orthogonal a tout vectalu plan, mais on tolére la
dénomination : vecteur orthogonal au plan.
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1 1 &) X
ul:%.(j), \/—( j Us = Uy, Lb\/— (J Puis, étant donné un vecteur quelconq@u

r(u) = (U).Uy + (u]w).(COSE).Uy + SinG).Us) + (u|w).(-sin(g).Up + cosk).s) =

=iecey-2f o gl(2) Sk o v-2088(3) (2= -

2X +2y + 2 2 2 1
r(u)=%.(-><+2y-222), d'ou : M(r) =%.(—1 2 g
21

22Xty +

2X + 2y +
- Avec la seconde formuler(u) =4.(x +y - z)(J () 3. (( 1)[()) =.. =3 ( X+ 2y - 29, d'ou :
2Xx+y+2

221
M(r) = %.(—l 2 -2 |. (Ga parait plus rapide, mais la formule est pludiciie a retenir).
21

11.4) Dans un espace euclidien de dimension 3idiune base orthonormale directe canonique, déiernta
nature des endomorphismes suivants, donnés pankgtrice dans la base canonique :

2 2.1 74 4 26-
%.(—1 2 g; %.(4 8 -1); %.(—6 3 a
21 418 32 6

- Corrigé:  On vérifie d'abord que c'est bien la matrice @ndomorphisme orthogonamdfrice orthogonale :

=1):

1(21 2221 100
(319359039
12 21 00
En outre : det(M) = ... =,X'est donc une isométrie positive.

On cherche enstuite I'ensemble invariant de I'endphigme f de matrice M dans la base canoniguéR¥l
B=(a, & &):

X X
fuy=u = M.@:(xj = {X+2y-z=Q-x-y+2z=02x-y-z=0};lasomme des trois équatioris es

1
nulle, on les soustrait deux a deux : Inff=y =2z) = Vec@). C'est donc une rotation d'axe Inv(f) ; I'angle

est donné par son cosinus : tr(M) = 2.893(1 < cosf)=3 - 0=413

1
Si on oriente l'axe paEJ alors le signe du sinus est donné pantr(e)le + & + &) = 3. ()E(j(l)

0\ /1
%-((f)l(l ) =-1, donc : 6 = .
1 1
- Autre calcul possible pour le sinussin®) = —( jDr(\/—z( ))|T O) = detW (1) ((1)) r(\%.(—é))) =

S~ om-s-2

¢ On vérifie d'abord que c'est bien la matrice @ndomorphisme orthogonal

-7 4 -4\/-7-4 4 100
-4-8-1{ 4-8-1|={010|{.
4-1-8/\-4-1-8 00

En outre : det(M) = ... = ;X'est donc une isométrie négative.

0)'_\

On cherche ensuite I'ensemble invariant Inv(f) :

7-4 4
—(4 -8 1)(J O .. @« X=y=z=0;donc: f estune antirotation.
4-1-8
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7-4 4
Il faut chercher E: (4 -8 1)@ O e = {X=0,y=2}- ul\/—2©
4-1-8

On choisit ensuite un vecteur orthogonal a uz.( )
0

Y

On a ainsi: co§l = 3(tr(M) + 1) = 9, et en orientant selon; u sin@) = det(y, W, f(uy)) =—5~. Il en résulte

que 0 = Arccos@) ; T estla composée commutative de la rotatlaxe Vect(y) et d'angle 6, et de la

réflexion de plan b (y+z=0)

¢ On vérifie d'abord que c'est bien la matrice @ndomorphisme orthogonal

1(2-6 3263 100
29| 6 3 2||-63 2|=(010]|
-3 2 326 00

En outre : det(M) = ... =,X'est donc une isométrie positive.
On cherche ensuite I'ensemble invariant Inv(f) :

0
—( 2)0 O .. = {X=0, z=2y},donc: Inv(f) = Vect( |).
326

. . . 2
C'est une rotation d'axe Inv(f) ; 'angle est dopar son cosinus : 2.cej¢ :> cosg@) =7.

1\ /2\/0 0
Si on oriente I'axe pa@, alors le signe du sinus es%.((g)[(-g)l@) :%.((-g)@) :i75, donc : sing) :%E.

(6= —Arccos%)).

11.5) Pour dim(E) = 3soit a un vecteur unitair® un angle et B la rotation d'axe Vect(a) orienté par a et
d'angle 6. Montrer que pour tout vecteur u L) = cos@).u + sing).(alu) + 2(aju).sind/2).a

- Corrigé: Si ull Vect(a) u=A\.a, alors R(u) = et :
cosP).u + sing).(alu) + 2(aju).sin®/2).a = codf).A.a + A.sin2p/2).a = (coH) + 2.sin2p/2))A\.a=A.a=u

Si ul Vect(a) soit: v=u - (alu).a la projection orthogande u sur Qet: w=av, de méme norme que
v; alors (av, w) est une famille orthogonale directe, et :.u)Rf (au).a + co8j.v + sin@).w. C'est-a-dire :
R(u) = (aju).a + coB}.(u - (aJu).a) + sif).(@Xu - (alu).a)) = (1 - coB))(aju).a + cof).u + sinP).(alu) =
R(u) = cosB).u + sin@).(allu) + 2(alu).sin®/2).a

11.6) Dans un espace euclidien de dimension 3 imiune base orthonormale directe canonique, $oile
8 6-1

matrice %.(—10 5 OOJ. Montrer que Ker(f) et Im(f) sont orthogonaetxque f estla composée d'une rotation
6-8 5

et d'une projection orthogonale que I'on déternainer

8 6-1 1

- Corrigé: Ker(f) est donné pars; (10 5 OJO (0) = .. = {y=z=2x}. Donc: Ker(f) = Veci( ).
6-8 5

Selon le théoréme du rang, Im(f) est un plan demtolonnes de M sont une famille génératdegrement

1
dit, si @ est orthogonal a ces trois colonnes alors ibebbgonal & Im(f) :

1\ /-1
(O(m)) = @( j) = @( g)) = 0, ce qui prouve bien : Im@Ker(f).
- Remarque Im(f) = Vect(z) (3)
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Le projecteur est donc simple a déterminer, il t'dgila projection orthogonale p sur Im(tant donné un

8x-2y-27
vecteur quelconque: | (J alors : p(u) {J 9(0( )@ (SHEY g)
X -4y +

La matrice du projecteur est donc : %(‘2 5 421)
245

Par conséquent, la matrice de la rotation, si e&nbien une, vérifie: M = PR = RRar la composée est
commutative si I'axe de la rotation est choisi agitnal au plan de la projection. Malheureusementyatrice
d'un projecteur n'est pas inversible.

1
On utilise le fait que le plan est invariant paptejecteur ; ainsi, quel que soit le vecteur mhagonal é@,
alors : f(u) = r(p(u)) = r(u)
-2y -2
L'équation du plan orthogonal@ est: (x+2y+2z=0donc: u( y Zj

z

8 6 -10\/-2y-2 -10y - 26
Ainsi @ r(u) 115(10 5 g)( y ijlis,(zsynoj et alors :6 = (u, r(u)) cos) = _ulru) _

6 -8 5 z -20y - 7 [luf —

5 (5y2 +8yz + 522)

cos@) =5z gyz + 522 -

5 (|| aurait été plus simple de donner des valeuys at z)

4 N r(t 1
En outre : Ur(u) =7z(4y? + 8yz + 522) 2 =—”—ﬁ'15 | 2] ; ainsi, si on oriente I'axe de la rotation par|, alors :
sin@) = 3.

Il ne reste plus qu'a calculer les images des uextte la base canonique, par exemple avec ladgedormule

1
de l'exercice 11.3; en notant V\%@

1 X 1 X
r(u) = (1 - cosB))(ulw).w + CosB).u + SINE)WIL) =4 (x + 2y + 22)@ +§@ %(@E@) =

2y +2 1 29x + 28y - 20 1 (2928-2
45 (X + 2y + 2z). 2x-z | =2&|-20x+35y + 207 d'oli : R 3| -20 35 20).
22X +y 28x -4y + 35z 28 -4 35



