NOTIONS sur leseESPACES AFFINES

1) Cours

- Définitions: Etant donné un-espace vectoriel Bt K est un corps commutatif, un ensemileest un

espace affine relativement a E si et seulemémrixisite une applicationp de € dans E vérifiant :

- Etant donné un élément O defixé, l'application@, de ¢ dans E telle que,(M) = @O, M) est bijective.
- Pour tout triplet (A, B, C) d'éléments deon a : g(A, C) =@(A, B) + ¢(B, C).

[
Les éléments d€ sont appelés dgmints On note plus simplemen(A, B) = AB. La seconde propriété de

O- O- 0O
est ainsi laelation de Chasles AB + BC = AC.

Lorsque l'espace vectoriel est euclidien, l'espffimeaest aussi appekispace affine euclidieide méme, si E
est un espace euclidien orienté est un espace affine euclidien orienté.

Un espace vectoriel est donc un espace affindvetaént & lui-méme, en particulidR”. Par construction, on
fixe un point O del gu'on appell@rigine, et tout point del peut étre donné par les coordonnées du vecteur

CD)M dans une base de I'espace vectorieLa&Edonnée d'une origine O de et d'une baseé/} de E est un

repére: R = (0; ). Si l'espace est euclidien et que la base esbrwtimale, le repére est dit aussépére
orthonormal(ouorthonormd ; si la base est orthonormale directe, le repst@rthonormal direct.

L'espace affine R? est plus simplement appelé : gian affing et I'espace affineR® est plus simplement
appelé : Bspace ordinaire

Le couple (A; U) formé d'un point fixé A dé et d'un sous-espace vectoriel U de E est éppatiété

affinepassant par A et de direction, & on pose dim((A; U)) = dim(Ulne variété affine de dimension nulle
est un point, de dimension 1 une droite, de dsieen 2 un plan, etc. On note 16&...A,) la variété affine de
dimension minimale passant par les pointg A%, ..., A,. Si A%z B, (AB) est la droite passant par A et B
A, B et C ne sont pas alignés (ABC) est le plassant par A, B et.Etc...

Une droite peut étre donnée dans un rep@ﬁec © ;P]J’), avec A = (e, &, ..., &), par une représentation
paramétrique ou une représentation cartésienneD Sgst la droite passant par:(&, &, ..., &) dirigée par

oy X1 =g + Ay
u;| |, alors: M(Xy, X, ... X)) 0D = : pour A O R (représentation paramétrigue
a Xn = & + A,

Sion élimine\ de ces n équations, il restent n -1 équafiant X a X, ; c'est la représentation cartésienne
de D Ainsi, une droite admet une seule équation dariés dans le plan, et deux dans l'espace.

Un plan peut aussi étre donnée dans un re;@ez © ;.%’), avec A = (e, &, ..., &) (n=3), par une
représentation paramétrique ou une représentagidésienne : Si P est le plan passant paa, Az, ..., &),

ay Ql Xlzal+)\gl+p-Bl
dirigé par u : | et v| : [, alors: M(X1, X2, ..., X)) O P = : pour f, ) OR?
B

a Xn = &+ Ady + [Py
(représentation paramétrigue

Sion élimine A et u de ces n équations, il restent n - 2 équatiiamt x a x ; c'est la représentation
cartésienne de .RAinsi, un plan admet une seule équation cartésielans I'espace.



Deux droites distinctes du plan sont soit paradléeigées par le méme vectdug0oit sécantes. Si les vecteurs qui les
dirigent sont orthogonaux, les droites sont ortmades et perpendiculaires.

Deux droites de I'espace ne sont pas forcémenhtescasi les vecteurs qui les dirigent sont ortdmagix, elles
sont orthogonales. Deux droites orthogonales etrgés sont perpendiculaires.

Deux plans distincts de I'espace sont soit paeallsbit sécants. S'ils sont sécants ils se cogptnt une droite.
Il n'y a pas de plans orthogonaux dans I'espacex P&ans sécants admettant respectivement deugtidine
orthogonales entre elles et orthogonales a leactitim commune sont perpendiculaires.

Une application de ¢ dans lui-méme est affine si et seulement s'il existe une application
linéaire F, appelée la partie linéaire de f, telle que pour tout couple A et B de points
de €: En notant A' = f(A) et B' = f(B) alors A = F(,DAé). Les applications affines sont
encore appeléedransformations affinegle mot « transformation » sert plus généralematéisigner les applications d'un espace

2 0
affine dans lui-méme Etant donné une origine , ©n peut écrire abusivement : f(M) = f(O) + F(@NDn dit que F
est associée a du bien que c'est gartie linéaire

- Proposition: La composée de deux applications affines est une application affine dont la
partie linéaire est la composée de leurs deux parties linéaires.

- Exemples de transformations affinees translations, les homothéties, les projestietnies symétries.
Elles sont définies de la fagon suivante :

o0 -
¢ Translation de vecteur u: M'gM) = MM' =u; l'application linéaire associée est. i@n peut écrire

abusivement (M) = M + u.

oo - [
e Homothétie de centre A et de rapport k: Myzx(M) = AM' = kAM. L'application linéaire associée est
I'homothétie vectorielle de rapport. Réciproquement, toute application affine assoéiéene homothétie
vectorielle est une homothétie ponctueligeve immédiale

e Etant donnés deux sous-espaces vectoriels suppiiresnU et V de E, et un point fixé A de ¢, la

oo -
projection p sur (A; U) de direction V esffidie par: M'=p(M) = MM OV et MO (A; U).
L'application linéaire associée est la projectioctegelle sur U de direction \Si E est euclidien et Y/ la
projection est une projection orthogonale sur A;

e Etant donnés deux sous-espaces vectoriels suppiinesty et V de E, et un point fixéA de €, la symétrie

ogd -
s par rapporta (A; U) de direction V estdiéfipar: M'=s(M)= MM' OV et I0O(A;U) ou | estle
O- 0O
point tel que MI=IM' (le milieu du segment [MM)] L'application linéaire associée est la symétrigtarielle
par rapport a U de direction .\&i E est euclidien et ¥ la symétrie est une symétrie orthogonale par
rapporta (A; U)

¢ Projections orthogonales : Soit F un sous-espactoriel de E et p la projection orthogonale ¢ Si
(e, &, .., &) estune base orthonormale de F alorsuE, p(u) = (u|g.e + (u|g).& + ... + (U|R).&. (A

noter que la symétrie orthogonale s par rappdft gérifie toujours : s =2p —g’)i

Ecriture matricielle : Si @ est la matrice de F dans la base B, et en notant I'image de
l'origine O par f(O) = O': (01, 03, ..., On), M:i(X1, X2, ..., Xn) €tant un point quelconque
donné dans le repere (O; B), d'image f(M) = M": (X, X3, ..., X5) alors :

X1 X1 01
X2 02

! X o
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Soit IP le plan vectorielR?> muni du produit scalaire usuel et orienté pardae canoniquei, (). On
notera o = (Q 0) l'origine du plan. Tout élément ,(¥) de IP peut s'interpréter comme un point p de
coordonnées (¥) dans le repere (d,;j), ou comme un vecteus de coordonnées (y) dans la basei, {).
Pour deux vecteursi, V de IP, on note #[V> leur produit scalaire et d&t(V) leur déterminant dans toute
base orthonormale directe ; on désigne par Usdimble des vecteurs de normeetlpour toutd [0 R, on note
(U(8), v(B)) le repére polaire défini par :

U(8) = cos@).i + sin@).j, V(B) = -sin@).i + cosP)..

On rappelle qu'étant donnés P et w O IP\{@}, la droite affine passant par m et de vectewgctiur w
est I'ensemble d des élémentdRipouvant s'écrire : d=mRW={p OP|OANOR, p=m +A.W}.

On appelle aloraxedu plan P tout coupled = (d, W) formé d'une droite affine ,dppelée support d8, et
d'un vecteur W, vecteur directeur de d de norme . Un axe est ainsi une droite affine orientée.
Réciproquement, chaque droite affine d définibdaxes d'orientations opposées ; Wil et (d -W).

Partie | : Modéle cylindrique de I'ensemble des axes du.plm note E I'espace vectorielR® muni du
produit scalaire usuel et orienté par la base dgnen (i, J, K). Dans tout le probléme, les lettres minuscules
désignent les objets relatifs B (points, vecteurs, droites, coordonnées), tandis lgs lettres majuscules
concerneront les objets relatifda; on notera ains{x, y) les coordonnées des élémentdRidans la basé, j),

et (X, Y, 2) celles des éléments &&dans la basei,d, K).

ILA. Caractériser I'ensembl® = UxR par une équation cartésienne en, ¥X Z), puis montrer que(g est un
cylindre de révolution dde dont on précisera I'axe de révolution, les géniéest et les paralléles.

I.B.1. On considere un axé = (d, w) défini par mO IP et w 0 U, en posant: d = m R.W. Montrer que,
lorsque p décrit la droite ,dle réel det(p W) reste constant; on noteras hsa valeur. Interpréter
géométriquement ce réh} a l'aide du projeté orthogonal, de l'origineo sur d Montrer que M= -hg.I;y(W)
ou Ky, estla rotation vectorielle d'angi@?2.

I.B.2. Soit W = U(6) pour 6 O R, et kOO R ; considérant I'axed = (d, Gi(B)) avec: d = -K(6) + R.GU(B),
calculer R et caractériser d par une équation cartésienné y).

I.B.3. Montrer que l'application & = (d, W)~ (W, hs) définit une bijection entreA et le cylindre €. soit
M= (W, k) O C: indiquer par un schéma la constructionde H’l(M) a partir dew et k danslecas k>0

A chaque axe dé\ est ainsi associé bijectivement un point% Le cylindre €, image deA par Hdevient

ainsi une représentation de I'ensemble des axese Qropose dans le reste de cette partie de @iéclsifir cette
représentation quelques propriétés géométriquatves aux axes du pldR.

I.C. Chaque partie du cyIindr% est I'image par la bijection H d'une partie AeCaractériser précisément en
termes géométriques les ensembles des axes duPptanrespondant respectivement : 1) A une généeatte
€. 2) Al'ensemble 0}. 3) A un paralléle dé€,

Etc..



